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Тема 1.  МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ І СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

1.1 Загальні поняття. Відокремлення коренів


Дано рівняння:

f(x)=0, 




(1.1)


де f(x) – алгебраїчна або трансцендентна функція одного невідомого х. 


Якщо f(x*) = 0, то х* називається коренем рівняння (1.1) або нулем функції f(x). 


Будемо припускати, що рівняння (1.1) має лише ізольовані корені. Це означає, що навколо кожного кореня існує окіл, що не містить інших коренів цього рівняння (рис. 1.1)


Наближене обчислення ізольованих дійсних корінь рівняння (1.1) складається із двох етапів:


а) відокремлення коренів - виділення відрізка, що належить області існування функції f(x), на якому розташований один і тільки один корінь.


б) уточнення коренів - обчислення їх з необхідною точністю, тобто :


|f(x)| < (, 




(1.2)


де ( - мале позитивне число, що характеризує точність досягнення розв’язку.
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Рисунок 1.1 – Ізольовані корені рівняння (1.1)


Процес відокремлення коренів заснований на теоремі Больцано-Коши: якщо неперервна функція f(x) приймає на кінцях відрізка [a;b] значення різних знаків, тобто

f(a)(f(b) < 0, 



(1.3)


те:

· усередині цього відрізка міститься принаймні один корінь;

· цей корінь буде єдиним, якщо усередині цього відрізка існує похідна f'(x), що зберігає усередині відрізка постійний знак.


Можливі випадки наведені на  рис. 1.2


Відокремлення коренів рівняння найкраще  проводити графічним методом, визначаючи методом проб і помилок можливі границі коренів. Це легко зробити в середовищі Excel або Ooo Calc, використовуючи Майстра діаграм 

Іноді простіше замінити рівняння (1.1) еквівалентним йому рівнянням: g(x) = ( (x), а потім знайти приблизно абсциси точок перетинання графіків y = g(x) і у = ( (х).
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Рисунок 1.2 -  Ілюстрація до теореми Больцано-Коши:


а) випадок, коли на відрізку знак похідній не зберігається (кілька коренів).


б) випадок постійної за знаком похідної на відрізку (один корінь)


Приклад 1.1


Відокремити корені рівняння:

 2х2 + 3хе2х – 15 = 0



(1.4)


Розв’язок:


а) перший спосіб:



1) будуємо графік функції, визначаємо, у яких інтервалах відбувається зміна знака функції й перетинання осі абсцис. 



2) з рис. 1.3 виходить, що в діапазоні (-5,5) рівняння (1.4) має 2 корені, відповідно в інтервалах (-3;2) і (0;1).


б) другий спосіб



1) Переписуємо рівняння (4.3) в еквівалентному виді:

3xe2x = 15-2x2 




(1.5)

2) будуємо графіки залежностей: y = 3xe2x і н = 15-2x2 (4.5) і знаходимо точки перетинання кривих (рис. 1.4). З рис. 1.4 виходить, що криві перетинаються у двох точках, одна з яких - в інтервалі (-3;-2), а друга - в інтервалі (0;1).
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Рисунок 1.3 – Відокремлення кореня за першим способом


При відокремленні коренів першим способом важко довести, що в інших областях, які не були розглянуті, дійсних коренів немає. При використанні другого способу легше довести, оскільки складові функції є більш простими, чим вхідна:


a) при х<-3:

· функція y = 3xe2x буде асимптотичне прагнути до нуля,

· функція у = 15-2x2 буде необмежено зменшуватися 


Отже, після точки перетинання в інтервалі (-3;-2) при необмеженому зменшенні х ці функції мають різні тенденції зміни й не можуть більше перетинатися;


б) при x>1:

· гілка y = 3xe2x буде необмежено зростати;

· гілка у = 15-2x2 буде необмежено убувати.


Отже, після точки перетинання в інтервалі (0;1) при необмеженому збільшенні х ці функції мають різні тенденції зміни й  також  не можуть більше перетинатися
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Рисунок 1.4 – Відокремлення коренів за другим способом:


1 – гілка у = 15-2x2;


2 – гілка y = 3xe2x

Відзначимо, що умова наявності різних знаків на кінцях інтервалу не є необхідною для наявності на цьому інтервалі кореня. Наприклад, функція, що зображена на рис. 1.5, має на кінцях відрізка [a,b] однакові знаки ("плюс"), але, усередині цього відрізка є корінь у точці х*. Така ситуація можлива, для функцій виду:

f(x) = (x-c)2k ( (х),   a < c < b,


 (1.6)


де  (х) - функція від х, що не має нулів на відрізку [a,b] і зберігає постійний знак,


2k - кратність кореня (k-ціле, k>0).


Приклад - функція 

f(x) = (x-1)2 (x2+1), 



(1.7)

що має корінь x=1. Він водночас є точкою мінімуму цієї функції.
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Рисунок 1.5 – Графік функції (x-с)2k ( (х) (с=х*)

1.2 Метод половинного ділення


Метод половинного ділення (синоніми: "метод дихотомії", "метод бісекції") є найбільш древнім (він був відомий ще давньогрецьким математикам) і найбільш простим і надійним алгоритмом знаходження корінь рівняння (1.1). Він відноситься до крокових методів.


Необхідними умовами застосовності методу дихотомії є виконання умов теореми Больцано-Коши (див. 1.1.4), тобто , 

· наявність неперервності функції на відрізку [a,b],

· різні знаки функції на кінцях інтервалу: f(a) f(b) < 0


Постановка задачі: при виконанні наведених умов знайти відрізок довжиною не більше заданого  ( > 0, усередині якого буде перебувати корінь. 


Алгоритм методу (будемо вважати, що f(a)<0; f(b)>0, у противному випадку треба поміняти позначення):


а) розраховуємо середню точку відрізка:
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(1.8)


б) розраховуємо значення f(c);


в) перевіряємо виконання умови:

|b – a| < (; 





(1.9)



1) Якщо (1.9) виконується - завдання вирішене, корінь х=с 
(кінець)



2) Якщо (1.9) не виконується - перехід на крок г)


г) Визначаємо знак f(c):



1) Якщо f(c) < 0:




1a) приймаємо: а = с,




1б) переходимо на крок а)



2) Якщо f(c) > 0:




2а) приймаємо b = c,




2б) Переходимо на крок а)


Хід розв’язання представлений на рис.  1.6. Індекси ставляться до номерів кроків.


Оцінка кількості кроків методу. На кожному кроці методу дихотомії відбувається скорочення в 2 рази довжини  інтервалу локалізації кореня:
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Рисунок 1.6 – Хід розв’язання в методі половинного ділення


а) нехай ℓ0 = |b0-a0| довжина первісного інтервалу локалізації кореня; 


б) тоді 
[image: image8.wmf]e
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  - необхідне кратне зменшення довжини інтервалу до досягнення необхідної точності;

в) на кожному кроці методу дихотомії довжина інтервалу локалізації скорочується в 2 рази. Після n кроків кратне зменшення довжини складе 2n;


г) звідси, одержуємо нерівність для оцінки n:


[image: image9.wmf]e

³

l

n

2

. 




(1.10)


Оскільки обидві частини нерівності (1.10) є позитивними, візьмемо від обох частин десятковий логарифм. З врахуванням, що lg2 = 0,3010 
[image: image10.wmf]»

 0,3,

одержуємо оцінку кількості кроків:
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(1.11)


При виконанні розрахунків на кожному кроці, крім 1-го, виконується одне обчислення значення функції f(x). На першому кроці виробляється 3 обчислення функції (у точках a,b,c). Таким чином, кількість обчислень функції (це - сама трудомістка операція) у ході всього процесу складе n+2


Приклад 1.2 

Первісна довжина інтервалу локалізації: ℓ=1. Необхідно знайти розв’язок  в інтервалі з довжиною  ( < 10-6  , тобто  скоротити інтервал локалізації в мільйон разів. Розрахуємо число кроків методу дихотомії по (1.11):
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(1.12)


Обмеження методу дихотомії: 

· метод не можна використати для розв’язання  рівнянь, для яких функція f(x) має однакові знаки на кінцях інтервалу при наявності кореня усередині інтервалу (див. рис. 1.5);

· метод не можна застосовувати, якщо на інтервалі коріння не відділені (тобто  на відрізку наявні  кілька коренів). У цьому випадку хід рішення непередбачений.


Достоїнство методу дихотомії - гарантована збіжність до рішення із заданою точністю, якщо дотримані всі умови застосовності методу.


Недолік - порівняно велика кількість обчислень функції, що може бути істотно при масовому рішенні великої кількості рівнянь.


Приклад 1.3


Розв’язати рівняння: 2х2 + 3хе2х - 15 = 0 в інтервалі [0;1] методом дихотомії в середовищі Ooo Calc.


Розв’язання


Скиншот проекту представлений на рис. 1.7. Порядок розв’язання:


а) готується форма таблиці (рядок 3).


б) у перший рядок:



- заносять початкові значення а й b.



- розраховують :

· в комірці Н4 - довжину інтервалу, формула комірки: 





=ABS(F4-B4);

· в комірці D4 - середина інтервалу, формула комірки:





 =ABS(F4-B4);

· в комірках С4,Е4,G4 - значення f(a), f(b), f(c), відповідно. 
Завдяки  однотипності розрахунків досить створити формулу в одній з комірок і потім скопіювати її в інші. Формула комірки С4:  





=2*B4^2+3*B4*EXP(2*B4)-15;


в) у другому рядку:

· створюють формулу комірки В5 (вибір значення для лівого краю нового інтервалу):





=IF(E4<0;D4;B4);

· створюють формулу комірки F5 (вибір значення для правого краю нового інтервалу):





=IF(E4>0;D4;F4);

· виділяють у першому рядку комірки С4:Е4 і простягають на другий рядок;

· виділяють у першому рядку комірки G4:H4 і простягають на другий рядок;


г) виділяють другий рядок таблиці й простягають її до кінця таблиці. За рішення приймають значення х = С в останньому рядку.

[image: image13.png]B3 Microsoft Excel - Knural

BER T e

EHEE W8

F G H
1 YpaBHeHMe ¥ +3xe™-15=0
2
3 NN a f(a) < flc) b f(b) lb-al
4 1 [ 15 05 1042257726 1 9,167168297 1
5 2 05 1042257726 075 3,791199592 1 9,167168297 05
6 3 075 3791199592 | 0875 1,637082025 1 9,167168297 025
74 075 3791199582 | 08125 | 1,301041097 0,875 1637082025 | 0,125
8] & 08125 301041097 | 084375 | 0,107636342 0,875 1637082025 | 00625
9 6 08125 1301041097 | 0828125 | 0,61122371 084375 0,107636342 | 0,03125
w7 0828125 | 0,61122371 | 0,8359375 | 0,255494156 084375 0,107636342 | 0,015625
118 | 08359375 | 0,255494155 | 0,83984375 | -0,074862938 084375 0,107636342 | 00078125

12| 9 | 083984375 | 0,074862938 | 0,841796875 | 0,016152071 0,84375 0,107636342 | 0,00390625
13|10 | 083984375 | 0,074862938 | 0,840820313 | 0,02041395 | 0841796875 | 0,016152071 | 0,001953125
14| 11| 0840820313 | 002941395 | 0,841308594 | 0,006645587 | 0,841796875 | 0,016152071 | 0,000976563
16| 12| 0841308594 | 0,006645587 | 0,841652734 | 0004749578 | 0841796875 | 0,016152071 | 0,000488281
16 13 | 0,841308594 | 0,006645587 | 0,841430664 | 0,00094892 | 0841562734 | 0,004749578 | 0,000244141
17| 14| 0841430664 | 000094892 | 0,841491699 | 00019001 | 0841562734 | 0,004749578 | 0,00012207
18] 15 | 0841430664 | 0,00094892 | 0,841461182 | 0000475533 | 0841491699 | 0,0019001 | 6,10352E-05
18] 16 | 0841430664 | 0,00094892 | 0,841445923 | 0,000236708 | 0841461182 | 0,000475633 | 3,06176E-05
2| 17 | 0,841445923 | 0,000236708 | 0,841453562 | 0,000119409 | 0,841461182 | 0,000475533 | 1,52588E-05
21| 18 |0,841445923 | 0,000236708 | 0,841449738 | 5,86503E05 | 0,841453552 | 0,000119409 | 7,62939E-06
22| 19 |0,841449738 | 586503E-05 | 0841451645 | 3,03791E05 | 0841453552 | 0,000119409 | 3,8147E-06 —
23| 20 |0,841449738 | 586503E-05 | 0841450691 | -1,41356E05 | 0,841451645 | 3,03791E-05 | 1,00735E-06
21| 21 |0,841450691 | 1,41356E-05 | 0841451168 | 8,12172E-06 | 0841451645 | 3,03791E-05 | 9,563674E07
2% Pewwenue: x= 0841451168 fx)= 8,12172E.06

26
4T IMIN et e {Ter /- [l I
Degersua~ Iy & | deromupe- N\ N\O OB 4@ -L-A-=S=80a0.

Toroen

Ayex || @AY H S E 5 »|| Ewindows.| #lBusbar.. | £314 Ppe..| §6esorn.| B Douve.. [ Mieros

123






Рисунок 1.7 – Проект «Метод дихотомії»


Як виходить з рис. 1.7, дійсно, на 21 кроці довжина відрізка локалізації стала менш 10-6, як це випливає з теоретичної оцінки. При цьому, до досить малої величини зменшилося й значення функції f(x). Це свідчить про правильність розв’язання задачі.

1.3 Метод хорд


Метод хорд є природним продовженням методу дихотомії. Цей метод за назвою "метод фальшивого становища" (regula falsі) відомий з кінця 16 століття.


Ідея методу: 


а) як в методі дихотомії, необхідно, щоб функція була неперервною на відрізку [a,b] і мала на кінцях  цього відрізка різні знаки.


б) для знаходження приблизного положення кореня:

· замінимо криву   хордою АВ (рис. 1.8);

· будемо вважати, що відрізок, який відтинає хордою по осі абсцис, приблизно дорівнює кореню рівняння f(x) = 0.
· рівняння хорди АВ (рис. 1.8) має вид:

y = a0 + a1(x, 




(1.13)

де невідомі коефіцієнти можуть бути знайдені шляхом розв’язання системи рівнянь виду (1.13) у точках х0 та xn:
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(1.14)



4) розв’язок системи (1.14) має вид:
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(1.15)
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Рисунок 1.8 – Метод хорд

· підставимо у (1.13) коефіцієнти з (1.15) і значення у=0, знайдемо значення х, що відповідає точці перетину хорди з віссю ОХ:
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 (1.16)
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в) як виходить з рис. 1.8, значення х1 на перетині хорди з віссю абсцис значно ближче до кореня, ніж х0. Використаємо його як  нове наближення. Для цього за лівий кінець хорди візьмемо точку А1=(х1, f(x1)) і проведемо ті ж обчислення. Одержимо:
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д) використовуючи друге наближення, одержуємо третє, і т.д. У підсумку одержуємо нескінченний ітераційний процес послідовного уточнення кореню:
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Ітераційний процес проводять доти, доки почне виконуватися умова:

|xk+1 – xk| < (, 



(1.20)


де ( - мале позитивне число, що характеризує точність визначення кореня


Установлено, якщо:

· х* - корінь рівняння f(x)=0;

· f’ (x*) (0, f” ( (x*) 0;

· f”(x*) - неперервна функція,

то існує такий окіл точки х*, що якщо а й b, що створюють хорду - різні точки у цьому околі, то метод хорд збігається. Швидкість збіжності - трохи вище, ніж у методі дихотомії.


У методі хорд можна фіксувати кожної з кінців, вид формули при цьому не зміниться. Наближення до кореня у методі хорд завжди відбувається з одного боку - із внутрішньої сторони опуклості (увігнутості).


Оскільки передумови для використання методу хорд - такі ж самі, як для методу дихотомії, то методом хорд також не можна розв’язувати  рівняння виду, шо наведений на рис.1.5. При спробі розв’язання такого рівняння  метод хорд починає розбігатися.

Приклад 1.4

Розв’язати в OOo Calc методом хорд рівняння 2х2 + 3хе2х - 15 = 0 в інтервалі [0;1] (див. приклад 1.3). 

Розв’язання 


Проект наведено на скріншоті (рис. 1.9). 
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Рисунок 1.9 – Реалізація методу хорд

Порядок створення проекту:


а) організуємо комірки С3, D3, E3, куди поміщаємо значення а,b и формулу для розрахунку f(b). Формула комірки G3:
=2*D4^2+3*D4*EXP(2*D4)-15;

б) будуємо таблицю для виконання розрахунків:

· в комірку В7 поміщаємо значення х =0 для лівого (вільного) кінця хорди;

· в комірку С7 копіюємо з комірки G3 формулу для розрахунку значення функції;
· в комірці D7 створюємо формулу (1.19) для розрахунку xk+1.Формула комірки D7:
=B7-C7*($D$4-B7)/($E$4-C7);
· в комірці Е7 створюємо формулу для розрахунків |хk+1-xk|:

=ABS(B7-D7);

в) створюємо другий рядок таблиці:

· в комірку  В8 адресуємо вміст Е7. Формула комірки: =Е7;

· виділяємо комірки С7 – Е7 і простягаємо їх на рядок 8;


д) виділяємо комірки другого рядка таблиці (В8 – Е8) і простягаємо униз на 10-12 рядків. Одержуємо результат.


Як виходить з даних розрахункової таблиці (рис. 1.9), для досягнення точності близько 10-6 для методу хорд знадобилося 10 кроків (проти 21 у методі дихотомії). Це вказує, що метод хорд є більш ефективним у порівнянні з методом дихотомії.

1.4 Метод дотичних (Ньютона-Рафсона).  Програма «Підбір параметру»


Метод Ньютона-Рафсона (метод дотичних) - один з найбільш ефективних методів рішення нелінійних рівнянь. Цей метод запропоновано  незалежно друг від друга І.Ньютоном і Рафсоном в 1685-1690 р. Незважаючи на солідний вік, цей метод дотепер   залишається основним у чисельному рішенні рівнянь.


Основні положення методу: 


а) В околі ізольованого кореня вибираємо точку x0, розраховуємо f(x0) і похідну f’(x0);


б) в околі точки х0 приблизно представимо функцію по формулі Тейлора, обмежившись першими двома членами розкладання:

f(x) ( f(x0) + f((x0)((x-x0);



(1.21)


в) приймемо в (1.23) f(x) = 0: 

f(x0) + f((x0)((x-x0) = 0. 



(1.22)


г) знайдемо з (1.22) приблизне значення кореня:
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(1.23)


д) значення, що отримали,  можна використати як  нове наближення  x1 до розв’язку рівняння f(x) = 0. Виходячи з нього будуємо послідовно друге, третє й наступні наближення, тобто , одержуємо ітераційний процес (1.24)
	
[image: image23.wmf];

)

x

(

f

)

x

(

f

x

x

1

1

1

2

¢

-

=


	

	…………………


	(1.24)

	
[image: image24.wmf])

x

(

f

)

x

(

f

x

x

k

k

k

1

k

¢

-

=

+


	



Геометрична інтерпретація: на кривій y = f(x) при k=0 через точку А= (х0, f(x0)) проводимо дотичну до перетинання з віссю абсцис. (рис. 1.10) Одержуємо на осі абсцис точку х1, що буде новим наближенням, і т.д.


Метод дотичних відрізняється високою швидкістю збіжності, (він має квадратичну збіжність, тобто швидкість збіжності приблизно пропорційна квадрату різниці між черговим наближенням й розв’язком). Тому якщо відомо добре початкове наближення кореня – метод буде збігатися всього за декілька ітерацій. Однак, на відміну від методу хорд, тут потрібно на кожному кроці обчислювати не тільки значення функції, але її похідній тощо.


На відміну від методу дихотомії й хорд, у методі дотичних для розв’язання необхідна  тільки одна початкова точка, і це дозволяє успішно вирішувати цим методом рівняння, функції яких мають графіків, подібні зображеним на рис. 1.5.
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Рисунок 1.10 – Геометрична інтерпретація методу Ньютона-Рафсона


Приклад 1.5 


Розв’язати в OOo Calc рівняння 2х2 + 3хе2х - 15 = 0 в інтервалі [0;1] методом Ньютона-Рафсона. 

Розв’язання


Скріншот проекту наведено на рис. 1.11. Порядок виконання:


а) розраховуємо вираження для похідної:
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(1.25)

б) створюємо "шапку" таблиці розрахунків (рядок 4);
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Рисунок 1.11 – Проект «Розвязання рівняння методом дотичних


в) в комірку В5 поміщаємо початкове наближення. Тому що корінь перебуває на відрізку [0;1] - вибираємо за  початкове наближення середину цього інтервалу – точку х = 0,5

г) в комірці С5 створюємо формулу для розрахунку функції 


д) в комірці D5 створюємо формулу для розрахунку похідної. Формула: =4*B5+(3+6*B5)*EXP(2*B5);


е) в комірціЕ5 створюємо формулу для розрахунку поправки. Формула: =C5/D5;


ж) в комірці F5 створюємо формулу для розрахунку xk+1: =B5-E5;


з) у другому рядку таблиці зв'язуємо комірки В6 і F5. Формула комірки В6: =F5;


и) у першому рядку таблиці виділяємо комірки С5 - F5 і простягаємо на другий рядок;


к) виділяємо другий рядок і простягаємо на 8-10 рядків униз. Одержуємо развязок.


Як виходить з даних рис. 1.11, метод сходиться дуже швидко, усього за 6 ітерацій досягнута точність ~ 10-7. При цьому, однак, необхідно обчислювати  в кожній точці не тільки функцію, але й похідну.

Відмітимо, що кількість ітерацій залежить від вибору початкового наближення. У розглянутому випадку якщо обрати х0=0, те для досягнення розв’язку з точністю до 10-6 необхідно 12 ітерацій.


У практичних розрахунках часто аналітичне обчислення похідній буває з ряду причин скрутним (наприклад, коли функція задана алгоритмічно). У цьому випадку прибігають до чисельного розрахунку похідних. Найбільше часто використовують наступну формулу для розрахунку похідної:
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 (1.26)


де h  - приріст, який, як правило, обирають в межах  10-3 – 10-5 при x~1. 


При використанні формули (1.27) на кожному кроці доводиться розраховувати 3 значення функції.


Метод дотичних, подібно до методу хорд,  також полягає в однобічному русі до рішення, але, на відміну від методу хорд, рух іде із зовнішньої сторони опуклості (увігнутості).


Ще більшою ефективністю, що істотно при "ручних" розрахунках, має комбінований метод, у якому послідовно проводять спочатку один крок методу хорд, потім, з отриманої точки - 1 крок методу дотичних, після чого цикл повторюють. Це приводить до ще більш швидкої збіжності.


Оскільки розв’язання рівнянь є масовою операцією в інженерно-економічних та наукових розрахунках, у середовищі програм прикладної математики  реалізована можливість її автоматичної реалізації за рахунок внутрішніх засобів: функцій або надбудов 

В OOo Calc таким внутрішнім засобом є програма "Подбор параметра", що перебуває в меню кнопки "Сервис". Ця програма реалізує метод Ньютона-Рафсона із чисельним розрахунком похідних.


Для розв’язання рівняння f(x)=0 необхідно створити таблицю, у якій задано:

· початкове наближення;

· розрахунок значень f(x)


Після створення таблиці викликається програма «Подбор параметра». Її вікно зображене на скріншоті (рис. 1.12).
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Рисунок 1.12 – Вікно програми «Підбор параметра»


Порядок виконання подальших розрахунків:


а) у віконце "Яч. С формулой" помістити адресу цільової комірки, де міститься значення f(x);


б) у віконце "Целевое значение" помістити число 0;


в) у віконце "Изменяемая ячейка" помістити адреса комірці , у якій перебуває значення х;


г) натиснути клавішу "ОК";



г) Нажать клавишу «ОК». При цьому з'являється діагностичне вікно (рис. 1.13), воно вказує, що рішення знайдене (або не знайдене)  і  поточне значення функції. 

Далі:
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Рисунок 1.13 – Вікно діагностики програми «Подбор параметра»

· при натисканні "Да" у цільовій комірці й комірці аргументу з'являються рішення (якщо рішення не знайдене - в комірці, де обчислюється функція, з'являється відповідна діагностика)

· при натисканні клавіші "Нет" у таблиці розрахунків  відновлюються вхідні значення величин, що були задані перед розрахунком.


Відсутність рішення може бути обумовлена не тільки його відсутністю, як такого, але, також, вибором невдалого початкового значення. Тому завжди варто попередньо відокремити корінь, а потім - вибирати наближення усередині інтервалу локалізації, що гарантує одержання рішення.

Особливості програми "Подбор параметров": 
· після знаходження розвязку розрахункова формула у комірці розрахунків автоматично знищується. Тому, змінивши вихідні дані, необхідно знову викликати програму й робити розрахунки;

· програма може бути використана, як об’єктне-орієнтована команда, при програмуванн.


В Scilab для розвязання нелінійних рівнянь використовується функція:

fsolve(x0,f),


де х0 – початкове наближення,


а – права частина рівняння, що визначена, наприклад, як підпрограма-функція.


Широкі можливості програмування дозволяють використовувати для розв’язання в Scilab рівнянь вельми складної структури, що містять у тілі рівняння такі чисельні операції, як сумування, інтегрування, розв’язання інших рівнянь і т.п.


Приклад 1.6 


Користуючись Scilab, вивчити залежність кореня рівняння (1.27) від цілочисельного параметру n у диапазоні від 1 до 10
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(1.27)


Розв’язання


Спочатку визначимо, у якої області знаходиться розв’язок рівняння (1.27), з тим, щоб обрати початкове наближення. Для цього укладаємо скрипт (лістинг 1.6А), що дозволяє побудувати графіки залежності. З графіка (рис. 1.14) випиливає, що для n = 1..10 корень знаходиться в інтервалі (0,5;1)
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Рисунок 1.14 – Локалізація кореня рівняння (1.27).

Лістинг 1.5А

function y= fi(n,x)// Підпрограма-функція

  y=0

  for i=1:n

    y=y+(i*x.^(i-1)-1)./(x.^i+1)

  end  

endfunction

for n=2:10

x=0:0.01:5;

plot(x,fi(n,x))//побудова графіка

end

xgrid()// сітка 

legend('n=2','n=3','n=4','n=5','n=6','n=7',...

'n=8','n=9','n=10') // легенда


Для розв’язання рівнянь укладаємо скрипт (лістинг 1.5Б). Для спрощення уведено глобальну змінну n, щоб не створювати проблем при роботі функції fsolve. У скрипті передбачено друку таблиці залежності кореня від n. Результати наведені у табл. 1.1


Лістинг 1.5Б

global n

function y= fi(x)

  y=0

  for i=1:n

    y=y+(i*x.^(i-1)-1)./(x.^i+1)

  end  

endfunction

for i = 1:9

  n=i+1;

  z(i)=n;

  xx(i)=fsolve(0.5,fi);

end

[z,xx]// друк z = n і коренів


Таблиця 1.1 – Залежність коренів рівняння (1.27) від величини n
	n
	xx
	n
	xx
	n
	xx

	2
	0,5
	5
	0,6186558
	8
	0,6810682

	3
	0,5505801
	6
	0,6431430
	9
	0,6961726

	4
	0,588634
	7
	0,6636173
	10
	0,7094114



Як випливаэ з табл. 1.1, із зростанням n спостерігається монотонне зростання величини кореня.


Неважко довест, шо інших коренів у рівняння (1.27) немає. З  рис. 1.14, ліва частина рівняння із зростанням х спочатку зростає, а потім починає зменшуватися і асимтотично прагне до 0 при n→∞.
1.5 Метод ітерацій


Метод ітерацій (послідовних наближень) є загальним методом розв’язання нелінійних рівнянь виду f(x) = 0. Він багато в чому аналогічний методу ітерацій при розв’язанні систем лінійних рівнянь. 


Перший етап - приведення рівняння загального виду до виду, придатному для методу ітерації:

х = ((х) 




(1.28)


Це можна зробити, якщо покласти:

((x) = x + g(x)(f(x), 


(1.29)

де g(x) – довільна неперервна знакопостійна функція


Виберемо деяке нульове наближення x0 ( [a,b] кореня рівняння (1.29) і підставимо його в праву частину (1.28). Одержимо:

х1 = ((х0). 




(1.30)


Подальші наближення розрахуємо за формулами:

хn+1 = ((хn) (n=1,2,…)


(1.31)


Якщо послідовність {xn} збігається, тобто існує границя:
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(1.32)

те переходячи до границі в (1.30), одержимо для неперервної функції:
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(1.33)


З (1.33) виходить, що границя х* є коренем рівняння (1.30).  


Розв’язок х* є нерухомою точкою відображення ((x). Тому умови збіжності ітераційного процесу (1.30) можна одержати із принципу стислих відображень (див. 3.4). 

Нехай функція  ((х) є диференціюємою на [а;b], причому всі її значення належать відрізку [а;b];


Уведемо відстань:

((х, у) = |х — у|. 




(1.34)

У цьому разі множина точок  відрізку [а;b] буде повним метричним простором;



в) користуючись формулою Лагранжа, отримаємо:

((((x),((y) = |((x) - ((y)| = |(’(c)|(|x – y| ≤ q(((x,y), 
(1.35)


де с – точка, що лежить між х и у; х и у ( [a,b].


З (1.35) виходить: якщо виконується умова:

|(((x)| ≤ q < 1 (х ( [a,b], 



(1.36)

те:
· відображення  ( (x) буде стискальним;

· процес ітерації (1.30) буде збігатися до єдиного кореня рівняння (1.28)  на відрізку [a,b], незалежно від вибору початкового наближення, розташованого на цьому відрізку.


На основі методу стискальних відображень можна одержати оцінку погрішності методу простої ітерації:


[image: image35.wmf]|

x

x

|

1

q

q

|

x

*

x

|

1

n

n

-

-

×

-

£

-

 (n = 1,2,3,…). 

(1.37)


З (1.37) виходить: 

· чим менше q, тим швидше збіжність;

· при 0<|(((x)|≤q<1 розрахунки можна припинити, якщо для двох послідовних наближень забезпечується виконання нерівності:
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(1.38)


де ( - точність проведення розв’язання 


Окремі випадки  формула (1.38):


а) при 0 < (((x) ≤ 1/2  або -1 < (((x) ≤ 0:

|x* - xn| < (, якщо |xn – xn-1|  < (; 


(1.39)

б) при 1/2<(((x)<1 виконання умови ||xn –xn-1|<( не обов'язково спричиняє виконання умови збіжності |x* - xn| < (. У цьому випадку критерій зупинки є таким: ітерації варто припинити, якщо для трьох послідовних наближень виконується нерівність:
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Нерівність (1.40) слід використовувати як критерій закінчення розрахунків, у тих випадках, коли важко або неможливо оцінити значення |(((x)|.


Збіжність визначається правильним вибором ітеруючої функції ((x). Останню треба вибирати так, щоб виконувалася умова (1.37). 


Приклад 1.7 


Підібрати ітеруючу функцію для розв’язання рівняння х2 = а.


Розв’язання


а) Перепишемо рівняння х2 = а переписати у виді: х = а/х і обираємо  за ітеруючу функцію ((x) = а/х,  одержуємоітераційний процес:
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Перевіримо збіжність цього процесу. Оберемо а=2, за початкове наближення оберемо х0=1. Послідовність перших 5 ітерацій:

	і
	0
	1
	2
	3
	4
	5

	хі
	1,000
	2,000
	1,000
	2,000
	1,000
	2,000


Як випливає з наведених даних, ітераційний процес (1.41) не є збіжним, результати коливаються між х0 і 2/х0.


б) розділяимо обидві частини рівняння х = а/х на 2 і перепишемо у виді:
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На основі формули (1.42) організуємо ітераційний процес:
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(1.43)


Формула (1.42)  - це формула Герона (див. приклад 1.1), що збігається дуже швидко.


Висновок: можливість збіжності залежить від вибору ітеруючої функції.

На практиці ітеруючу  функцію часто вибирають у виді:

((x) = x-((f(x).



(1.44)


Виконання умови (1.37) збіжності ітераційного процесу забезпечується вибором постійного числа (  (ітеруючого множника), що задовольняє умові:

|(((x)| = |1-(f((x)| < 1 или 0 < ( < 2, 

(1.45)

звідки:

(f((x)>0  и  
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де m – нижня границя модуля похідної  f((x) на [a,b]:

f((x)| ( m.




 (1.47)


Геометрична інтерпретація методу ітерацій. Для рівняння виду (1.28) будуємо 2 лінії:
· y = x 

· y = ((х).


Точка їх перетинання дає шукане рішення. Можливі випадки розташування прямій і кривій наведені  на рис. 1.14. Рух іде по стрілках "від кривої до прямої".


Як виходить з рис. 1.14, при |(((x)| > 1 метод ітерацій починає розбігатися навіть у тих випадках, коли початкове наближення обране близько до рішення.
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Рисунок 1.14 – Геометрична інтерпретація методу ітерацій:


а) 0 < (((x)<1; б) -1 < (((x) < 0; в) (((x) > 1; г) (((x) < -1


Метод ітерацій для розв’язання нелінійних рівнянь, також, як ітераційний метод розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, був запропонований німецьким математиком К.Г.Якобі. 

1.6  Методи Чебишова  та Ейткена побудови ітерацій вищих порядків


У 1838 р. П.Л.Чебишов запропонував метод відшукання дійсних корінь рівняння f(x)=0, частковими випадками якого з'явилися багато методів що були розроблені до нього. В основі методу  Чебишова лежить розкладання функції, оберненої до функції f(x), по формулі Тейлора.


Нехай рівняння f(x) = 0 на відрізку [a,b] має корінь x = (.


Нехай функція f(x) має наступні властивості:

· вона є неперервною на відрізку [a,b] разом зі своїми похідними досить високого порядку;

· на відрізку [a,b] її похідна не є нульовою: f((x) ( 0


При цих припущеннях функція y = f(x) має обернену функцію  х=F(y), яка визначена  на відрізку  [c,d], що є областю значень f(x) при x   [a,b].


Функція F(y) має стільки ж неперервних похідних, скільки їх має f(x).

За визначенням:

x ( F(f(x)] (x ( [a,b]);  y ( f{F(y)} (y ( [c,d]), 

(1.48)

те:
( = F(0). 




(1.49)


Запишемо формулу Тейлора для розкладання F(0) в околі точки y ( [c,d]:
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(1.50)


где Rr+1 – остаточный член разложения:
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(1.51)


де ( ( [0;у].


Підставимо в (1.50), (1.51) вираження y = f(x):
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Для спрощення запису уведемо позначення: 
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Рівняння:
x=(r(x) 



(1.54)

має корінь x = (, оскільки:
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 (1.55)

де за визначенням f(() = 0.


Покладемо:

хn+1 = (r(xn), (n = 0,1,2,…; x0([a,b])

(1.56)

отримаємо ітераційний метод (r+1)-го порядку, оскільки для нього всі похідні порядку до r включно дорівнюють 0:
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(1.57)


Якщо точка х0 лежить достатньо близько до (, те послідовність збігається, оскільки існує такий окіл точки (, у який:

|(((x)| ≤ q < 1, 



(1.58)

й для збіжності {xn} треба вимагати, щоб  точка х0 належала до цього окілу.


Функцію (r(x) можна виразити в явному виді, якщо провести послідовні диференціювання тотожності (1.48):

	F([f(x)](f((x) = 1;

F(([f(x)]([f((x)]2 + F([f(x)](f(((x) = 0

F(([f(x)]([f((x)]3 + 3F(([f(x)] + F([f(x)](f((((x) = 0

………………………………………………………………..
	(1.59)


або

	a1(x)(f((x) = 1;

a2(x)([f((x)]2 + a1(x)(f(((x) = 0;

a3(x)([f((x)]3 + 3a2(x)f((x)f(((x) + a1(x) f((((x) = 0
	(1.60)





З (1.60) можна послідовно знайти а1(х), а2(х),… й розрахувати (r(x)


Часткові випадки: 

· при  r = 1 одержуємо метод Ньютона:
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(1.61)

· при r=2 одержуємо метод другого порядку:
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(1.62)


Ітераційні методи високих порядків збігаються швидше, ніж методи більш низьких порядків, але вимагають аналітичного обчислення похідних високого порядку. Для одержання оцінки погрішності й швидкості збіжності:


а) підставимо в рівність (1.52) x = xn. З врахуванням (1.51) одержимо:
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(1.63)


де ( ( [(;хn];


б) покладемо:
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(1.64)


[image: image54.wmf]|,

)]

x

(

f

[

F

|

max

M

)

1

r

(

]

b

,

a

[

x

1

r

+

Î

+

=

 


(1.65)


в)  з врахуванням (1.66), що випливає з  теореми Лагранжа, одержимо оцінку (1.67):
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(1.67)


где 
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г) з (1.67) виходить:
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д) таким чином, якщо одночасно:



1) |x0-(| < 1;



2) q(|x0-(| = (<1,

то отримаємо оцінку:
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 (1.69)


З (1.69) випливає дуже швидка збіжність методу. Наприклад для методу Ньютона (r=1) при ( < 0,1 отримаємо:

|(-x1| ≤ 10-1;  |(-x2| ≤ 10-3;  |(-x3| ≤ 10-7;  |(-x4| ≤ 10-15 
(1.70)

тобто кількість вірних десяткових знаків швидко наростає.


О. Ейткен  запропонував одержувати ітерації більше високого порядку з декількох послідовних ітерацій того самого   порядку. 


Нехай є ітерації:
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порядку r, що збігаються до х = (.


За допомогою функцій (1(x) и (2(x) побудуємо  функцію Ф(х):
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(1.72)


У цьому випадку доведено, що ітерація:

xn = Ф(xn-1) (n = 1,2,…) 



(1.73)

має порядок вище за r, якщо виконується умова:
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(1.74)


При побудові ітерації (1.73) функцію Ф(х) можна знаходити у такий спосіб, що не вимагає необхідності її явного вираження:


а) виходячи з х0, послідовно знаходимо:

х1 = ((х0),    х2 = ((х1); 



(1.75)


б) визначаємо х3 за допомогою співвідношення:
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(1.76)


в) перевіряємо умову збіжності ітераційного процесу. Якщо воно не виконується - приймаємо х0=х3 і повторюємо кроки а) і б).


Описаний процес Ейткена виявляється дуже ефективним для прискорення збіжності ітераційних процесів при розвязанні нелінійних рівнянь


Приклад 1.8 

Розв’язати рівняння 
f(x)=x2 - ex + 2 = 0
методом ітерацій з використанням процесу Ейткена, з початкової точки x0=0, використовуючи ітеруючий множник -0,1 і методом П.Л.Чебишева

Розв’язання:


а) приводимо рівняння до виду, придатного до ітерації, у відповідності до (1.44):

х = х – 0,1(( x2 - ex + 2); 



(1.76)


б) спочатку проводимо розрахунки методом ітерацій без використання методу Ейткена. У результаті встановлення вірного 5-го знака маємо лише після 100-й ітерації маємо (x100 = 1,319046,  ((x100)= 1,319049;

в) Проводимо процес Эйткена: 


- перший крок (перші 3 ітерації):

	i
	xi
	((xi)

	0
	0
	0,1

	1
	0,1
	0,190483

	2
	0,190483
	0,273128

	3
	1,050741
	


- другий крок (нові 3 ітерації):

	i
	xi
	((xi)

	0
	1,050741
	1,07517

	1
	1,07517
	1,09772

	2
	1,09772
	1,118486

	3
	1,368379
	



- третій крок (нові 3 ітерації):

	i
	xi
	((xi)

	0
	1,368379
	1,362727

	1
	1,362727
	1,357746

	2
	1,357746
	1,353352

	3
	1,320758
	



- четвертий крок (нові 3 ітерації):

	i
	xi
	((xi)

	0
	1,320758
	1,320573

	1
	1,320573
	1,320407

	2
	1,320407
	1,32026

	3
	1,319076
	



п'ятий крок (нові 3 ітерації):

	i
	xi
	((xi)

	0
	1,319076
	1,319075

	1
	1,319075
	1,319075

	2
	1,319075
	1,319075



Як виходить з наведених даних, застосування методу Ейткена привело до збіжності після 15 ітерацій з точністю до 7 знака.


Для порівняння проведемо рішення за допомогою методу Ньютона (другого порядку) і Чебишова (3-го порядку). f(x)=x2 – ex + 2, f((x) = 2x - ex, f(((x) = 2 – ex:


a) метод Ньютона: 
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	n
	xn
	f(xn)
	f'(xn)
	f(xn)/f'(xn)
	xn+1

	0
	0
	1
	-1
	-1
	1

	1
	1
	0,2817182
	-0,7182818
	-0,3922112
	1,3922112

	2
	1,3922112
	-0,0854855
	-1,2393151
	0,068978
	1,3232332

	3
	1,3232332
	-0,0045981
	-1,1090778
	0,0041459
	1,3190873

	4
	1,3190873
	-1,504E-05
	-1,1018318
	1,365E-05
	1,3190737

	5
	1,3190737
	-1,622E-10
	-1,101808
	1,472E-10
	1,3190737



б) метод Чебишова третього порядку:
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	n
	xn
	f(xn)
	f'(xn)
	f''(xn)
	xn+1

	0
	0
	1
	-1
	1
	1,5

	1
	1,5
	-0,2316891
	-1,4816891
	-2,4816891
	1,3231552

	2
	1,3231552
	-0,0045116
	-1,1089409
	-1,7552513
	1,3190737

	3
	1,3190737
	-5,118E-08
	-1,1018081
	-1,7399555
	1,3190737



З наведених даних виходить: чим вище порядок методу, тим швидше збіжність.
1.7 Системи нелінійних рівнянь. Відокремлення коренів


Загальний вид системи з n нелінійних рівнянь із n невідомими:
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(1.77)


де fi - деякі алгебраїчні або трансцендентні функції.


Векторна форма запису: позначимо: х = (x1,…,xn), f=(f1,…,fn). Звідси, запис системи у векторній формі:

f(x) = 0. 




(1.78)


Розв’язання  системи (1.77) - значно більше складна задача, чим розв’язання одного рівняння. Всі методи розв’язання систем - ітераційні, можливість одержання розв’язку як правило залежить від того, наскільки вдало обране початкове наближення - вектор х0 = (х01,..,x0n).


Графічне відокремлення коренів, що використовується при розв’язанні рівнянь із один невідомим, можна використати для системи із двох рівнянь:
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(1.79)


Для цього необхідно:


а) задати серію значень х2 = Сі, 


б) знайти в кожній точці розв’язок рівнянь:
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(1.80)

тобто:



1) розрахувати значення х1, що відповідають цим значенням Сі;



2) одержати таблиці значень х1 як функції від х2 для f1 і f2;


в) побудувати на одному графіку обидві криві (для f1 і f2) і знайти точки їхнього перетинання, які й будуть розв’язками в даній області.


При цьому необхідне враховувати, що розв’язок системи (1.80) є можливим не при усіх значеннях Сі.

Якщо у рівняннях можливе відокремити змінні, це значно полегшує знаходження коренів

Приклад 1.9 

Визначити наявність коренів при х1([-4;4], х2([-4;4] для системи рівнянь:
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(1.81)


Розв’язання


Перш за все, розв’яжемо кожне з рівнянь системи відносно х1:
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(1.82)


Область допустимих значень для x2 з першого рывняння чичтеми (1.82): 
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(1.83)

Тому замість заданої області [-4;4] використаємо її частину (0;4]. 


Для зрахунків и побудови графіку використаємо систему Scilab. Укладемо скрипт для виконання розрахунків і побудови графіку (лістинг 1.9) 


Лістинг 1.9

for i=1:100

  x1(i)=0.04*i;

  f=(-1+exp(x1(i)));

  x2(i)=log(f);

end

plot(x1,x2,'b')

for i=1:100

  x1(i)=0.04*i;

  z=(1-x1(i)^3);

  x2(i)=abs(z)^(1/3)*sign(z);

end

plot(x1,x2,'r')

xgrid()


В результаті виконання скрипту одержуємо графік (рис. 1.15) з якого виходить, що корінь рівняння знаходиться в околі точки (0,8;0,4).
[image: image73.png]~=lolx|






Рис. 1.15 – Скріншот графіків рівнянь (1.82). Сіня лінія – перше рівняння, червона лінія – друге рівняння системи (1.82)


Відмітимо, що в інших обчислювальних середовищах існують засоби для побудови графіків неявних функцій. Наприклад в  Maple для розв’язання задачі достатньо записати  команду для побудови графіків двох функцій, заданих неявно:

> with(plots);

> implicitplot({exp(x1)-exp(x2)-1=0,x1^3+x2^3-1=0}, x1=-4..4,x2=-4..4, axes=boxed, color=black);

1.8 Метод простих ітерацій для розв’язання систем нелінійних рівнянь


Замінимо нелінійну систему загального виду (1.78) на еквівалентну систему спеціального виду:

x =((x)




(1.84)


де ((x) = [(1(x), (1(x),…(n(x)]T,


х = {x1,x2,…,xn} – вектор, компонентами якого є невідомі, що визначаються (розв’язки системи).


Припустимо, що:

· система (1.82) в обмеженій замкнутій області D  n- вимірного простору має єдиний розв’язок x* = (x1*,x2*,…,xn*);
· компоненти xi0 вектору x0 =(x10,x20,…,xn0) є числами, що близькі до відповідних компонентів xi* вектору х*.


Будемо знаходити наступні наближення до точного розв’язку за допомогою методу послідовних наближень (простої ітерації) за формулами:

xk+1 =((xk), 




(1.85)

або у координатній формі:


[image: image74.wmf]),

x

,...,

x

,

x

(

x

k

n

k

2

k

1

i

1

k

i

j

=

+

 (i=1,2,..,n; k = 1,2,…). 

(1.86)


У цьому розділі, через використання векторних величин, 


- нижній індекс буде вказувати на номер змінної або рівняння, 


- верхній індекс буде вказувати на номер ітерації.


Нехай ((х1,х2) = ||x1 - x2|| - відстань між елементами х1 і х2 у просторі X. За  норму вектору можна вибрати будь-яку канонічну норму:

· евклідову, 

· суму модулів;

· найбільший модуль.


У відповідність до принципу стискаючих відображень система рівнянь (1.84) має єдиний розв’язок x*(D, який може бути знайдено методом ітерацій при будь-якому виборі початкового наближення х0(D, якщо одночасно:

· всі послідовні наближення xk ( D  (k = 1, 2, ...); 

· відображення ((x) є стискаючим у D. 

Припустимо, що:


a)  у деякій опуклій замкнутій області D функції (i(x) мають неперервні часткові похідні 
[image: image75.wmf]j

i

x

¶

j

¶

;


б) в області D система (1.82) має єдиний розв’язок  х*;


в) нехай для будь-якого початкового наближення x0(D всі наступні наближення xk(D.

В околі розв’язку х* у відповідності до узагальненої формули Лагранжа:
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где 
[image: image77.wmf]k
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- i-та координата деякої точки Р, що знаходиться між xk та х*


З цього можна побудувати оцінку для відстані:
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(1.88)


де J(x) – матриця Якобі (якобіан) системи (1.84):
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(1.89)


У відповідності до принципу стискаючих відображень метод послідовних наближень (1.83) збігається до розв’язку х* системи (1.84), якщо будь-яка погоджена норма якобіану ||J(Pk)||  буде менше 1

На практиці найчастіше  використовують матрицю М с елементами:
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(1.90)

норма якої мажорує1) норму якобиана 


Посилимо нерівність (1.86) за рахунок введення М:

((((xk),((x*)) ≤ ||J(Pk)||(((xk,x*) ≤ ||M||(((xk,x*) 

(1.91)


Тоді відображення (1.82) буде стискаючим в D, якщо для будь-якої погодженої норми матриці М виконується умова:

||M|| < 1. 




(1.92)


З огляду на найбільше часто застосовувані норми, достатні умови збіжності методу ітерацій означають дотримання однієї з наступних умов:
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(1.93)


Закінчення обчислювального процесу фіксується так саме, як при розв’язанні методом ітерацій нелінійного рівняння (див. 1.5):

· якщо ||M|| ≤ 1/2, то для визначення розв’язку системи (1.82) з точністю ( ітераційний процес (1.83) продовжують до виконання умови:

||xk – xk-1|| < (; 



(1.94)

· при  1/2 < ||M|| < 1 виконання умови ||xn – xn-1||<(  не обов'язково спричиняє   виконання умови збіжності ||x* - xn|| < (. У цьому випадку ітерації варто припинити, якщо для трьох послідовних наближень виконується нерівність (1.95), що є аналогічним до  (1.40):
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У випадку єдиного нелінійного рівняння f(x)=0 його порівняно легко можна привести до виду, придатному для методу ітерації шляхом введення итеруючего множника. Для систем з декількох рівнянь приведення системи загального виду до виду (1.84), із забезпеченням виконання достатніх умов (1.93) є непростою задачею. Наприклад, для системи із двох рівнянь:
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(1.96)

перетворення до виду, зручному для методу ітерації:
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(1.97)

може бути здійснене шляхом комбінування функцій f1(x,y) и f2(x,y):
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(1.98)


Коефіцієнти (, (, (, ( можна визначити як наближене рішення системи рівнянь:
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(1.99)


Якщо частинні похідні не сильно змінюються в околі точки (х0,у0), то при такому виборі ітеруючих функцій умови (1.93) виконуються.


Приклад 1.10 


 Розв’язати методом ітерацій систему:
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(1.100)

використовуючи за  початкове наближення точку М0(3;0). Обчислення проводити до збігу двох послідовних наближень із точністю не менш 10-6.


Розв’язання: 


а) будуємо таблицю (табл 1.1), куди послідовно поміщаємо:

· номер поточної ітерації k,

· поточні значення х1 і x2;

· розраховані на кожній ітерації значення:

	(1(x1(k),x2(k)) = 0,5(ln{[x1(k)]2+[x2(k)]2} + 2,1;
(2(x1(k),x2(k)) =arctg(x2(k)/x1(k)) + 0,1;
	(1.101)


· евклідову норму (k:
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б) результати використовуємо на наступній ітерації, як нові початкові наближення; 


в) процес закінчуємо, коли евклідова норма стає менше 10-6. Як виходить з таблиці 1.1, для цього необхідно 11 кроків;


Таблиця 1.1 – Розв’язання систем рівнянь  (1.98) методом ітерацій

	k
	x1(k)
	x2(k)
	(1(x1(k),x2(k))
	(1(x1(k),x2(k))
	(k

	0
	3
	0
	3,198612
	0,1
	

	1
	3,198612
	0,1
	3,263206
	0,131253
	0,071757

	2
	3,263206
	0,131253
	3,283518
	0,140201
	0,022196

	3
	3,283518
	0,140201
	3,289826
	0,142672
	0,006775

	4
	3,289826
	0,142672
	3,291774
	0,143341
	0,002059

	5
	3,291774
	0,143341
	3,292374
	0,143518
	0,000625

	6
	3,292374
	0,143518
	3,292558
	0,143563
	0,00019

	7
	3,292558
	0,143563
	3,292614
	0,143575
	5,76E-05

	8
	3,292614
	0,143575
	3,292632
	0,143577
	1,75E-05

	9
	3,292632
	0,143577
	3,292637
	0,143578
	5,3E-06

	10
	3,292637
	0,143578
	3,292639
	0,143578
	1,61E-06

	11
	3,292639
	0,143578
	3,292639
	0,143578
	4,88E-07



г) перевіримо,  чи можна використати для прискорення збіжності процес Ейткена, застосовуючи його покомпонентно. Для цього посля 3-х ітерацій розрахували по формулі Ейткена (1.103)  ітерації більш високого порядку.
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(1.103)


Результат:
	k
	x1(k)
	x2(k)
	(1(x1(k),x2(k))
	(1(x1(k),x2(k))
	(k

	3
	3,294338
	0,145462
	3,293179
	0,144126
	-



Цей результат значно краще (ближче до розв’язку), чим 3-я ітерація в таблиці 1.1. Отже метод Ейткена допомагає прискорити збіжність також й систем рівнянь.

1.9 Метод Ньютона-Рафсона для систем рівнянь 


Цей метод є поширенням методу дотичних на багатовимірний випадок. Застосовність і умови збіжності методу були  запропоновані радянським математиком Л.В.Канторовичем. У матричному виді ітераційний процес відбувається відповідно до  формули:

xk+1 = xk - J-1(xk)(f(xk)
(k = 1,2,…)

 (1.104)


де J – матриця Якобі (якобіан), яка є багатовимірним аналогом похідної:
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Збіжність методу встановлюється по евклідовій нормі - відстані між xk і xk+1. Ітераційний процес (1.102) збігається до розв’язку х* з точністю  (, якщо:
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При цьому приблизно вважається: xk+1 = x*


Умови збіжності методу Ньютона-Рафсона: якщо:


а) другі часткові похідні f(x) є неперервними поблизу розв’язку х*;


б) det J(x) ( 0 в околі кореня;


в) початкове наближення х0 розташовано поблизу розв’язку,

те метод Ньютона-Рафсона:

· буде збігатися, 

· швидкість збіжності буде квадратичною (зменшення похибки на кожному кроці пропорційно 1/n2 


Метод Ньютона-Рафсона - один з основних методів розв’язання систем нелінійних рівнянь. У середовищі Excel або OooCalc  без додаткового програмування, реконструювання алгоритму є скрутним (необхідно велика кількість "ручних" операцій копіювання матриць). 


Недолік методу: чутливість до вибору початкового наближення: при невдалому виборі (вдалі від кореня) метод може збігатися  занадто повільно або навіть почати розбігатися.


 Особлива незручність методу Ньютона пов'язане з обчисленням якобиана: для системи з n рівнянь прийде обчислювати n2 частинних  похідних і вносити їх у вигляді підпрограми в програму. Щоб уникнути цього можна використати чисельний розрахунок похідних, як це робилося в одновимірному аналогу (див. 1.4). Для цього фіксують значення всіх змінних, крім тієї, по якій обчислюють похідну, і далі розрахунок ведуть за формулою:
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Ще одне "проблемне місце" методу Ньютона - необхідність обертання матриці Якобі. Цієї операції можна уникнути, якщо записати систему (1.104) у вигляді (1.108):

x(k+1) - x(k) = v(k) = - J-1(x(k))(f(x(k)). 


(1.108)


де v – вектор напрямку від точки (k) до точки (k+1).


Помножимо обидві частини рівняння (1.104) на J(x(k)). Отримаємо систему лінійних рівнянь:

J (x(k))(v(k) = - f(x(k)). 


(1.109)

Розв’язання системи (1.109) відносно v(k) – це процедура що у порівнянні з алгоритмом обертання матриці, є:

· більше швидко у виконанні;

· менш трудомісткою у програмуванні. 


Після знаходження вектора напрямку нове наближення розраховується за формулою:

x(k+1) = x(k) + v(k). 



(1.110)


Модифікований метод Ньютона-Рафсона. Для зменшення трудомісткості використають модифікований метод Ньютона-Рафсона, у якому якобіан та його обернену матрицю розраховують один раз на початку процесу (у початковій точці х0) й далі не змінюють:

xk+1 = xk - J-1(x0)(f(xk)
 (k = 1,2,…). 


(1.111)


Порівнюючи (1.111) з методом ітерацій, (1.85) неважко бачити, що обидві формули збігаються з точністю до позначень, тобто вони є ідентичними. Таким чином, виконуючи розрахунки за формулою (1.111), одержуємо прийом, що дозволяє зводити систему загального виду до виду, придатному для ітерації. При цьому, матриця J-1(x0) відіграє роль матриці ітеруючих множників кожного рівняння.


Приклад 1.11


Розв’язати систему рівнянь (1.100), починаючи з точки х(3;0).


Розв’язання:


а) перепишемо систему у стандартній формі:
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(1.112)


б) розрахуємо аналітично елементи якобіану:
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в) на робочому аркуші Ooo Calc складемо формули для розрахунку першої ітерації (рис. 1.16):


- у комірки В2, В3 поміщаємо компоненти вектору початкового наближення;


- у комірках С2, С3 проводимо розрахунки правих частин функцій  f1,f2. Формули комірок:



С2:
       =B3-LN(B3^2+B4^2)/2-2,1;



С3:       =B4-ATAN(B4/B3)-0,1;


- в комірках D2:E3 проводимо розрахунки елементів якобіану. Формули комірок:


D3 и E4: =1-B3/(B3^2+B4^2);


D4 и Е3: =-B4/(B3^2+B4^2);


- у масиві F3:G4 проводимо обчислення оберненої матриці Якоби. Формула масиву: {=MINVERSE(D3:E4)};


- у масиві Н3:Н4 розраховуємо поправки до рішення шляхом матричного множення, формула масиву:  {=MMULT(F3:G4;C3:C4)};


- у масиві I3:I4 розраховуємо нове наближення розв’язку. Формула масиву: {=B3:B4-H3:H4};


г) далі копіюємо таблицю, замість нульового наближення підставляємо перше й т.д.;


д) за  міру збіжності використали мінімум максимального значення fі.  Як виходить з рис. 4.16, процес збігся за 4 ітерації. При цьому модуль максимального значення функції – порядку 10-7. 


Порівнюючи ці результати з методом простих ітерацій, може виникнути відчуття, що метод Ньютона, оскільки зійшовся всього за 4 ітерації, зажадав і менших обчислень. В цьому випадку це не так. На кожному етапі методу ітерацій виробляється 2 обчислення функцій. Але кожному етапі методу Ньютона виробляється обчислення 2-х функцій і 4-х похідних. Якщо прийняти трудомісткість обчислення функції й похідній однаковим, то в цьому випадку метод Ньютона виявляється більше трудомістким. У реальних задачах високої розмірності в разі можливості організації процесу за методом простих ітерацій збіжність як правило виявляється досить поганою, і метод Ньютона стає набагато більше ефективним.
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Рисунок 1.16 – Розв’язання системи рівнянь методом Ньютона-Рафсона.

Метод Ньютона-Рафсона для розв’язання систем реалізований у середовищі Scilab. Для цього використовується функція: 
fsolve([x10,….xn0],func),


де [x10,….xn0] – вектор початкових наближень,


func – ім’я вектор-функції лівих частин системи, визначеної у підпрограмі.


Приклад 1.12


Розв’язати в середовищі Scilаb систему (1.112)


Розв’язання:


Скрипт для проведення розрахунків наведено у лістингу 1.12. 


Лістинг 1.12

function [y]=fi(x)

  y(1)=x(1)-0.5*log(x(1).^2+x(2).^2)-2.1

  y(2)=x(2)-atan(x(2)./x(1))-0.1

endfunction

z=fsolve([3;0],fi)


Результат розрахунків:

z  =

    3.2926393

    0.1435782


Порівнюючи з результатами, що наведені на рис. 11.6, відно, що вони збігаються.
1.10 Розв’язання систем методом найменших квадратів


Можна показати: якщо система рівнянь (1.77) має розв’язок, то задача знаходження  цього рішення еквівалентні мінімізації суми квадратів функцій – лівих частин рівнянь системи:

R = f12 + f22 + … + fn2 ( min, 


(1.114)

тобто
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Вираз (1.115) означає, що х* є мінімумом функції R (аргументом, що неї мінімізує).


Мінімальне значення R - це  R = 0,  воно досягається тоді й тільки тоді, коли кожне зі складових дорівнює 0, а це - еквівалентно розв’язанню системи (1.77).


У принципі, алгоритми розв’язання задач багатовимірної мінімізації значно складніше, ніж для задач розв’язання систем рівнянь. Якщо діяти ab ovo (з початку, буквально "від яйця"), тобто самостійно розробляти алгоритм і програму, то розробити програму рішення систем рівнянь значно легше, ніж сучасну ефективну програму оптимізації. Однак, ситуація міняється, якщо в розпорядженні користувача є ефективна програма оптимізації. У цьому випадку він може використати неї для багатьох цілей, у тому числі, розв’язання систем рівнянь.


У середовищі Excel у надбудовах наявна ефективна сучасна програма оптимізації "Поиск решения". Вона дозволяє вирішувати широке коло задач, у тому числі – розв’язання нелінійних рівнянь і систем рівнянь. Ця програма після установки перебуває в меню кнопки "Сервіс". На жаль, у відкритому аналогі Excel, пакеті ООо Calc, надбудова «Поиск решения» дозволяє розв’язувати тільки задачі лінійного програмування. 

Перед викликом програми необхідно виконати наступні дії:


а) сформувати таблиці для розрахунків, виділивши цільову комірку - суму квадратів значень функцій;


б) задати деяке початкове наближення й визначити для нього значення цільової функції.

Приклад 1.13

Розв’язати систему рівнянь (1.81) методом найменших квадратів в середовищі Excel.


Розв’язання:


Приклад організації обчислень наведений на скріншоте (рис. 1.17). У цьому проекті:


а) в комірки В7 і С7 заносимо початкові наближення;


б) у комірці F7 організуємо обчислення першої функції системи. Формула комірки:
=EXP(B7)-EXP(C7)-1;


в) у комірці F8 організуємо обчислення другої функції. Формула комірки: 
=B7^3+C7^3-1;


г) в комірках G7,G8 розраховуємо квадрати кожної з функцій;


д) в комірці G9 розраховуємо суму квадратів функцій.


Після виклику програми "Поиск решения" з'являється вікно програми (рис. 1.17), куди заносять наступну інформацію:


а) у віконце "Установить целевую ячейку" поміщаємо адресу комірки G9 (клацнувши по осередку курсором);


б) прапорець "равной" установимо біля мітки "значению 0";


в) у віконце "Изменяя ячейки" помістимо адреси комірок аргументів  В7,С7 (шляхом виділення діапазону комірок курсором);
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Рисунок 1.17 - Розвязання системи рівнянь методом найменших квадратів


г) натискаємо кнопку "Виконати". У випадку розв’язання задачі з'являється вікно (рис. 1.18), воно свідчить, що задачу виконано успішно. У цьому випадку треба натиснути кнопку "ОК" і одержати на робочому аркуші розв’язок. Результат розв’язання задачі наведений у таблиці 1.2;


д) якщо розв’язку не знайдено - також з'являється інформаційне вікно, що констатує це. У цьому вікні можна залишити отримане найкраще значення, а можна повернутися до первісних значень


1.10.7 Великою позитивною рисою надбудови «Поиск решения» є те, що її, як об’єкт Excel, можна використовувати у складі програм-макросів на мові VBA. Для вставки можна використовувати запис за допомогою вбудованого макрорекордеру VBA.  Типовий вигляд конструкції, що генерується, має вид:
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Рисунок 1.18 – Вікно завершення роботы програми «Поиск решения»
Таблица 1.2 – Результати розв’язання системи рівнянь (рис. 1.17)

	Аргументы
	Функции

	х1
	х2
	i
	fi
	fi2

	
	
	1
	-9E-05
	8,09E-09

	0,961778
	0,480222
	2
	0,000407
	1,65E-07

	
	
	R
	1,73E-07


SolverOk SetCell:="$D$105", MaxMinVal:=2, ValueOf:="0", ByChange:="$B$96:$G$96"

    SolverOptions MaxTime:=1000, Iterations:=10000, Precision:=0.0000001, _

        AssumeLinear:=False, StepThru:=False, Estimates:=2, Derivatives:=2, _

        SearchOption:=1, IntTolerance:=0.00001, Scaling:=False, Convergence:=0.000001, _

        AssumeNonNeg:=False

    SolverSolve UserFinish:=True


В програмної конструкції  вказуються:

· адреси комірок, в яких знаходяться дані для розрахунків,

· характеристики точності, що встановлюються за допомогою опції «Параметры» надбудови.


Їх можна встановити штучно або за допомогою макро рекордера при запису макросу.


Останняй необов’язковий оператор конструкції - SolverSolve UserFinish:=True, він дозволяє позбавитися в автоматичному режимі появі після коженого розрахунку віконця з констатацією закінчення розрахунків.


Для активізації надбудови в середовищі VBA необхідно:

· на панелі інструментів натиснути «Tools” – References;

· у віконці поставити прапорець біля надбудови Solver.

Метод найменших квадратів можна реалізувати у середовищі Scilab. Для цього слід використовувати функцію optim(), що має конструкцію:

[f,xopt]=optim(cst,x0),


Де f – значення цільовой функції (суми квадратів лівих частин) у точці мінімуму xopt,


cst – функція, що повертає цільову функцію та її градієнт, 


х0 – початкове наближення мінімуму.

Структура функції cst:

function [f,g,ind]=cst(x,ind)

f=gg(x);

g=numdiff(gg,x);

endfunction


У цьому блоці:


f – цільова функція, яка визначена, як зовнішня функція gg,


g – градієнт функції, що розраховується чисельно за допомогою функції numdiff(gg,x) (див. частину 2, лекція 1)

Значення параметру ind є внутрішнім параметром, що забезпечує зв'язок між optim й cst, при використанні функції optim  параметр ind слід визначати у функції cst.

Приклад 1.14 


Розв’язати у Scilab систему рівнянь (1.81) методом найменших квадратів. 


Розв’язання:


Скрипт для проведення розрахунків наведено у лістингу 1.14


Лістинг 1.14

//Початкове наближення x0

x0=[0;0]

//Цільова функція – сума квадратів лівих частин системи
function y=gg(x)

//Увага! x - массив з двох невідомих!.

f1=exp(x(1))-exp(x(2))-1

f2=x(1).^3+x(2).^3-1

y=f1^2+f2^2

endfunction

//Формування функції cst, що повертає суму квадратів та
//її градієнт
function [f,g,ind]=cst(x,ind)

f=gg(x);

g=numdiff(gg,x);

endfunction

//виклик функції optim, друк результатів
[f,xopt]=optim(cst,x0)


У результаті одержуємо:

xopt  =

    0.9616834

    0.4800138

 f  =

    1.374D-15


Одержаний розвязок збігається з таким, що розглянуто у прикладах 1.11 і 1.12 з точністю до 5-го знаку.


На закінчення, відмітимо наступне. Користуючись  методом найменших квадратів,  можна модифікувати метод Ньютона-Рафсона, додавши йому властивості оптимізаційного процесу. Для цього у формулі (1.111) можна замість фіксованого кроку, що дорівнює одиниці, використати крок змінної довжини, що мінімізує суму квадратів значень функцій: 
x(k+1) = x(k) + h(v(k);



(1.116)
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Такий процес виявляється більше ефективним, ніж класичний варіант методу Ньютона-Рафсона, особливо у випадку задач високої розмірності.
1.11 Використання методу растрової візуалізації для вивчення області розв’язку систем нелінійних рівнянь


Методологію методу найменших квадратів можна використовувати для графічної візуалізації області розв’язків  нелінійних рівнянь для задач будь якої вимірності. Для цього можна використовувати комп’ютерний метод растрової візуалізації, розроблений автором цього посібника



Сутність методу полягає в наступному:


а) нехай у прямокутній області D задана неперервна і обмежена функція n змінних y=f(x), яка має в області D екстремум, наприклад мінімум у точці х(1);


б) розглянемо проекцію функції на площину хkOy (k = 1,2,…,n). Оскільки функція f(x) є обмеженою, то обмеженою буде також її ортогональна проекція на цю площину;


в) внаслідок наявності мінімуму на проекції нижня границя також буде мати екстремум, що є проекцією екстремуму функції на цю площину;


г) якщо функція в області D має декілька екстремумів, тобто є мультимодальною,  то на проекції завжди буде видно по крайній мірі глобальний екстремум (мінімум);


д) критерієм наявності екстремуму є наявність однотипного екстремуму на кожній з проекцій, причому, він завжди відповідає точці мінімуму функції.


Уявлення про характер границь функції можна отримати, якщо:


а) в прямокутної області D побудувати  систему точок х1, х2, …хр, що рівномірно розташовані всередині цей області;


б) в кожній точці розрахувати значення функції,


в) побудувати систему графіків проекцій по кожної зі змінних (у вигляді точкового графіку);


г) при наявності великої кількості точок одержуємо «растрове» зображення, на якому чітко видно особливості проекції, на основі яких можна «дешифрувати» особливості функції f(x).


Метод растрової візуалізації, сумісно з виразом (1.110), можна використовувати для вивчення  наявності коренів системи рівнянь в області D. Для цього треба побудувати, а потім вивчити растрове зображення проекції по кожній зі змінних функціонала – сумі квадратів лівих частин кожного з рівнянь системи.

Приклад 1.15. 

Визначити кількість коренів системи рівнянь:
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(1.118)

в прямокутної області: х((-1;1), y((-1;1).


Розв’язання


а) генеруємо в області D 10000 значень х і у, що рівномірно розташовані в цій області. Це можна зробити за допомогою функції RAND() в Ooo Calc. Зокрема для генерації чисел, що рівномірно розташовані в інтервалі (-1;1) формула комірки для розрахунків координат:
=-1*RAND()+2;


б) розраховуємо в кожній точці значення f1(x,y), f2(x,y), цільової функції 
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(добування кореня приводить до більш зручного графіка, на якому краще видно особливості);


в) будуємо графіки залежності R від х і R від y. Оскільки задача є симетричною,  обидва графіка будуть однаковими, тому приводимо лише один графік (рис. 1.19).


З графіка (рис. 1.19) випливає, що при х (і, відповідно, у) в інтервалах (-1;-0,5) і (0,5;1) спостерігається мінімум R, який дорівнює нулю. Для вивчення деталей збільшимо зображення у цих областях (в Excel – протягнемо зображення униз). Як випливає зі збільшеного зображення (рис. 1.20), наявні 4 точки, де може бути R=0: х = ±0,6; ±0,8. Аналогічний набір дає графік залежності R від у.


Перевірка шляхом підстановки показує, що з можливих комбінацій набори х і у, такі, що приводять до значень R(0, е наступні: 


(-0,6;-0,8); (-0,6;0,8); (0,6;-0,8); (0,6;0,8), 

всього 4 кореня. За допомогою надбудови «Поиск решения» або скрипту Scilab прикладу 1.14 знайшли більш точні розв’язки: 

(-0,599844;-0,800117); (-0,599844; 0,800117); (0,599844;-0,800117); (0,599844;0,800117).


В розглянутому прикладі, що містить 2 змінні, безумовно, можна користуватися «класичним» методом (див. 1.7), який дає такі ж самі результати. 
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Рисунок 1.19- Залежність R від х для прикладу 1.11.5
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Рисунок 1.20 – Збільшене зображення областей розв’язків рис. 1.19


Оскільки метод растрової візуалізації базується на побудові ортогональних проекції по кожній змінної, він може бути використаний для будь якої кількості змінних рівнянь системи. Тому він дозволяє знайти кількість коренів і місця їх локалізації в заданої області для задач з кількістю змінних вищою за 2.

1.12 Метод Якобі 


Перетворимо вихідну систему алгебраїчних рівнянь А(x=b  до виду:
х = Вх + С.




(1.119)


Припустимо, що обрано початкове наближення до точного рішення:

х(0) = (х1(0),х2(0),…хn(0)). 


(1.200)


Як правило полагають  х(0) = С

Послідовні наближення в методі простих ітерацій, починаючи з першого, розраховують за формулою:

х(k) = B(x(k-1)  + С (k = 1,2,…).

(1.201)


Ітераційний процес називається таким, що збігається до розв’язку х системи лінійних рівнянь А x = b, якщо при будь-якому виборі початкового наближення х(0) виконується умова:
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Найчастіше  в розрахунках використають евклідову норму .


Умови збіжності методу простої ітерації:


а) Віднімаючи (3.59) з (3.61), одержимо:

x(k) - x = B((x(k-1)-x). 


(1.203)


б) з (3.63):

x(k) – x = B((x(k-1)-x) = B2((x(k-2)-x) =… = B(k)(x(0)-x);

(1.204)


в) з (3.62) виходить, що вектор x(k)( x при k(( тоді й тільки тоді, якщо ступінь матриці Bk прагне до нульової матриці при k((. Це можливо тоді й тільки тоді, якщо всі властиві значення матриці В за модулем менше одиниці;

г) звідси - необхідна й достатня умова збіжності методу простої ітерації: вона має місце тоді й тільки тоді, коли всі властиві значення матриці В за модулем менше 1.


У практичних розрахунках цим критерієм користуються рідко, тому що задача знаходження власних значень є більше складною, чим розв’язання системи. Найчастіше  для цього використають одну з норм матриці. Справедливо достатня умова збіжності: метод ітерації сходиться до рішення, коли будь-яка погоджена норма матриці В менше 1.

Найчастіше  за достатню умова наявності збіжності використовують діагональну перевагу коефіцієнтів у вихідній матриці А: якщо в будь-якому і-му рядку матриці коефіцієнтів А діагональний елемент є найбільшим за модулем:
|aii| > |aij| (i = 1,…,n, j = 1,…,n, i(j), 


(1.205)

те метод простих ітерацій збігається при будь-якому виборі початкового наближення.


На практиці ітераційний процес проводять доти , поки евклидова норма різниці (3.66) не стане менше заданої точності  (:
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Приклад

Розв’язати методом ітерацій систему рівнянь:
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(1.207)


Розв’язання:



а) у системі переважають діагональні елементи, тому метод ітерації буде збігатися;



б) приведемо систему до виду (3.59) у такий спосіб:




1) поділимо кожне рівняння на діагональний елемент




2) відокремимо діагональні члени:
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в) використаємо в якості початкового наближення вектор:
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Подальший хід рішення представлений у проекті Calc (рис. 3.2): 


а) у комірки Е4:І7 уводимо матрицю з правих частин системи (3.68);


б) у комірки В10:Е10 уводимо початкове (нульове) наближення вектору розв’язку;


в) у комірках В11:Е11 створюємо вектор першого наближення у матричної формі. Формула масиву:
=TRANSPOSE(MMULT($E$4:$H$7;TRANSPOSE(B10:E10)))+TRANSPOSE($I$4:$I$7);

г) у комірці F11 розраховуємо суму квадратів відхилень між нульовим і першим наближеннями. Формула комірки: =SUMXMY2(B10:E10;B11:E11);

д) у комірці G11 знаходимо евклідову норму різниці між компонентами вектору наближень по формулі (3.32), як корінь квадратний із вмісту комірки F11;


е) виділяємо комірки В11: G11 і протягуємо униз на 45 рядків

Як виходить з даних рис. 3.2, через 45 ітерацій отримане рішення, що відрізняється від попереднього не більш, ніж на  10-5 (за евклідовою нормою).


Розв’язок системи наведено у табл. 3.1. 


Таблиця 3.1 – Наближений розв’язок системи (3.67) (округлений до 4-х значущих цифр):

	х1
	х2
	х3
	х4

	2,8436
	-0,9778
	1,6723
	-1,7685


1.13 Метод Гаусса-Зейделя



Метод Гаусса-Зейделя є подібним методу простих ітерацій, з тією різницею, що на кожному кроці отримане значення наближення відразу  використається. 
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Рисунок 3.2 – Розв’язок системи лінійних рівнянь методом простих ітерацій


Алгоритм (для прикладу 3.4)


а) задають нульове наближення;


б) розраховують х1(1) с використанням х2(0),..,х4(0):
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в) розраховують х2(1) з використанням значення х1(1), що отримано на кроці б):
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г) розраховують х3(1) з використанням величин х1(1) и х2(1), що отримані на кроках б) і в):
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д) розраховують х4(1) з використанням величин х1(1),…,х3(1), що отримані на кроках б)- г):
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е) аналогічні розрахунки проводять на наступних ітераціях, аж до одержання розв’язку за критерієм величини евклідової норми. 



Умови збіжності методу Гаусса-Зейделя - такі ж, як в методі простих ітерацій, однак, як правило, він сходиться швидше методу Якобі.


Ітераційні методи не має сенсу застосовувати при розв’язку систем рівнянь із невеликим числом змінних: у цьому випадку метод Жордана-Гаусса є менш трудомісткий і швидше приводить до цілі. Однак, для задач з великою кількістю невідомих (100 і більше) ітераційні методи становляться більше ефективними, оскільки число операцій множення й ділення (як найбільш трудомістких) у методі Жордана-Гаусса зростає пропорційно кубу числа невідомих, а в методі ітерацій або Гаусса-Зейделя - пропорційно квадрату числа невідомих.



Ще одна позитивна риса ітераційних методів - нечутливість до помилок на окремих стадіях обчислень. Поява останніх (наприклад, при ручних розрахунках) викликає тільки збільшення кількості ітерацій, але не впливає на кінцевий результат.


Вимога діагональної переваги для збіжності обох методів не є перешкодою в загальному випадку, тому що, у принципі, будь-яку систему можна, шляхом відповідних лінійних перетворень, привести до виду з перевагою діагональних елементів.


Відзначимо: якщо матриця коефіцієнтів є погано обумовленої, це призведе до значних погрішностей рішення ітераційними методами (як правило, вже на стадії приведення до виду з діагональною перевагою). Цей дефект є "невиліковним", і треба розглядати змістовну частину завдання, що приводить до нестійкої системи, для того, щоб зрозуміти причини й постаратися від них позбутися.


Відмітимо, що відомі ще деякі ітераційні методи розв'язування СЛАР, наприклад метод найскоршого спуска або метод релаксації Саусвелла. Їх на практиці використовують порівняно рідко
Контрольні питання


1 Записати загальну форму для нелінійного рівняння.


2 Яка величина називається коренем рівняння?


3 Зміст поняття „ізольований корень”


4 У чому зміст операції відокремлення коренів рівняння?


5 Зміст теореми Больцано-Коши. Для чого вона може бути використана на практиці?


6 Як можна компактно записати, що функція f(x) приймає на кінцях відрізку [a,b] значення різних знаків?


7 Яким чином можна проводити відокремлення коренів рівняння?


8 Яким чином можна проводити відокремлення коренів системи з двох рівнянь графічним методом?


9 Алгоритм методу половинного ділення


10 До якого типу методів відноситься метод половинного ділення?


11 Яким є необхідні умови використання методу половинного ділення?


12 Оцінка кількості кроків методу половинного ділення.


13 Які є обмеження методу половинного ділення?


14 У чому достоїнства і недоліки методу половинного ділення?


15 У чому полягає сутність методу хорд?


16 Вивести формулу методу хорд


17 Умови закінченні ітераційного процесу методу хорд?


18 Умови збіжності методу хорд


19 У чому полягає геометрична особливість наближення до кореня методом хорд?


20 Яки типи рівнянь не можна розв’язувати методом хорд?


21 У чому полягає сутність методу дотичних для роззвязання рівнянь з одним невідомим?


22 Вивести формулу методу дотичних


23 У чому полягає геометрична інтерпретація методу дотичних?


24 Зміст поняття „квадратична збіжність”


25 У якому методі розв’язання нелінійних рівнянь необхідно розраховувати похідну?


26 Які типи рівнянь можна розв’язувати методом дотичних на відміну від методу хорд?


27 Яким чином можна застосовувати метод Ньютона в разі неможливості аналітичного розрахунку похідної?


28 У чому подібність і різниця в русі до розв’язку у методі дотичних у порівнянні з методом хорд?


29 Яка надбудова Excel використовується для розв’язання нелінійних рівнянь? Як нею користуватися?


30 У чому полягає сутність методу ітерацій для розв’язання нелінійного рівняння?


31 Алгоритм методу ітерацій для розв’язання нелінійного рівняння


32 Звідки можна одержати умови збіжності методу ітерації для нелінійного рівняння? У чому вони полягають?


33 Який вид мають рівняння, до розв’язання яких можна використовувати метод ітерацій? Яким чином до цього можна привести рівняння загального виду?


34 У чому полягають особливості критеріїв закінчення розрахунків для методу ітерацій розв’язання нелінійних рівнянь?


35 Яким чином обирають на практиці ітеруючу функцію для  розв’язання систем рівнянь методом ітерацій?


36 Яким умовам повинен задовольняти ітераційний множник?


37 У чому полягає геометрична інтерпретація  руху наближень у методі ітерацій? У якому випадку спостерігається розбіжність?


38 Навіщо треба створювати ітераційні методи високих порядків, які в них є позитивні риси?


39 Який метод називається методом r-го порядку збіжності?


40 У чому сутність методу Ейткена? Для розв’язання яких задач його можна застосовувати?


41 Скільки послідовних наближень треба знати, щоб можна було використати метод Ейткена?


42 Як в загальному випадку записується система нелінійних рівнянь? Як її можна записати у векторній формі?


43  Як записується система нелінійних рівнянь, що є придатною до методу ітерацій?


44 Як записати якобіан для правої частини системи нелінійних рівнянь для методу простих ітерацій?


45 Яку матрицю використовують на практиці для вивчення збіжності методу ітерацій для розв’язання системи нелінійних рівнянь?


46 У чому полягають особливості критерії закінчення розрахунків при розв’язанні систем нелінійних рівнянь методом ітерацій?


47 За допомогою якого прийому можна скоротити кількість послідовних наближень при розв’язанні системи нелінійних рівнянь методом ітерацій?


48 Як записується у матричному виді алгоритм розв’язання систем нелінійних рівнянь методом Ньютона-Рафсона?


49 Що є багатовимірним аналогом похідної в методі Ньютона-Рафсона для систем нелінійних рівнянь?


50 Умови збіжності методу Ньютона-Рафсона для систем нелінійних рівнянь.


51 Яки вимоги існують до початкового наближення у методі Ньютона-Рафсона?)?


52 У чому полягають «проблемні місця» методу Ньютона-Рафсона для систем нелінійних рівнянь? Яким чином їх можна вирішити?


53 Як можна позбавитися аналітичного розрахунку якобіану в методя Ньютона-Рафсона?


54 Як можна уникнути процедури обертання матриці Якобі в методі Ньютона-Рафсона для систем нелінійних рівнянь?


55 Як можна модифікувати метод Ньютона-Рафсона,  перетворів його на оптимізаційну задачу?


56 Як за допомогою метода Ньютона-Рафсона привести систему нелінійних рівнянь до виду, придатного до методу ітерацій?


57 У чому полягає сутність розв’язання системи нелінійних рівнянь методом найменших квадратів?


58 За допомогою якої надбудови Excel можна розв’язувати систему нелінійних рівнянь методом найменших квадратів?


59 Алгоритм розв’язання систем нелінійних рівнянь в Scilab за методом найменших квадратів.


60 У чому полягає сутність методу растрової візуалізації?


61 Яким чином метод растрової візуалізації можна використовувати для знаходження кількості коренів та їх локалізації у заданої прямокутної області?
Тема 2. МЕТОДИ ОПТИМІЗАЦІЇ 

2.1 Наближені методи одновимірної мінімізації
Задача одновимірної мінімізації полягає в знаходженні мінімального значення функції  
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 називається точкою локального мінімуму цільової функції  
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Визн. Функція, що має єдиний локальний мінімум на відрізку, називається унімодальною на цьому відрізку.

Процедура пошуку мінімуму складається з трьох етапів:
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2.2 Метод відділення відрізків унімодальності.
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Обчислимо значення функції  
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Рисунок 2.1​Виділення відрізків  унімодальності
Проведемо ту ж процедуру з кроком  
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2.3 Метод дихотомії.
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2.4 Метод «золотого перетину».
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 Рисунок 2.2​.Вибір нового відрізка методом «золотого перетину»
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Значення функції в цій точці  
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Обчислення занесемо в таблицю 2.5.  

 

Таблиця 2.5  
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2.5 Градієнтні методи мінімізації функції декількох змінних.
Задача багатомірної мінімізації без обмежень полягає в перебуванні точки 
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 Визн. Точка   називається точкою локального мінімуму функції 
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Визн. Функція, що має єдиний локальний мінімум у деякій області 
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Визн. Градієнтом функції F(x) називається вектор 
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Величина градієнта 
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показує найбільшу швидкість зміни функції 
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Точка локального мінімуму   міститься в безлічі рішень системи нелінійних рівнянь 
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Однак, не всі рішення системи є точками екстремума функції. Для того, щоб точка 
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2. матриця Гесса в точці 
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Матрицею Гесса називається матриця розмірами 
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Матриця 
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 називається позитивно визначеною, якщо всі її власні значення позитивні.

Власні значення матриці А визначаються як рішення рівняння
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Рівняння має 
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 називають власними числами матриці 
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Пошук точок локального мінімуму можна виконати в два етапи:

1. Рішення системи лінійних рівнянь 
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2. Вибір серед знайдених рішень точок локального мінімуму.

Кожний з етапів пошуку досить складний, тому на практиці найбільше часто використовуються прості ітераційні методи пошуку точок локального мінімуму. Ітераційні методи  чи мінімізації методи спуска складаються в побудові послідовності 
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 – число, що змінює довжину кроку спуска в зазначеному напрямку. Розглянемо градієнтні методи спуска. Градієнтними називають методи спуска, у яких   визначається напрямком антиградієнта в точці: 
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1. Різні градієнтні методи відрізняються лише способом вибору кроку. Тому виділимо два класи методів: методи в яких величини задані заздалегідь і не залежать від точок спуска 
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2. Методи, у яких величини 
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Прикладом методів першого класу є метод розбіжного ряду. У ньому послідовність   вибирається так, щоб виконувалися умови:
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2.7 Метод градиентного спуска з дробленням кроку.

У цьому методі напрямок спуска задається вектором;
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Алгоритм методу.
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Обчислимо значення функції в цій крапці 
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Приклад 2.4
Знайти точку мінімуму і мінімальне значення цільової функції 
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Значення функції зменшилося.

Обчислимо частинну похідну в точці 
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Значення функції зменшилося.

Обчислимо частинні похідні в точці 
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Значення функції зменшилося.

Знаходимо частинні похідні:
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Значення функції зросло, зменшуємо крок у два рази 
[image: image531.wmf]05

.

0

5

.

0

2

/

1

=

>

=

=

e

h

. Точку 
[image: image532.wmf])

4

(

x

 будуємо знову.


[image: image533.wmf]068

.

5

222

.

0

5

.

0

9567

.

4

397

.

3

)

975

.

0

(

5

.

0

9099

.

2

)

3

(

2

)

3

(

2

)

4

(

2

)

3

(

1

)

3

(

1

)

4

(

1

=

×

+

=

×

+

=

-

=

-

×

+

-

=

×

+

=

d

h

x

x

d

h

x

x



[image: image534.wmf]989

.

18

37

.

16

5.068)

 

;

397

.

3

(

)

(

)

4

(

-

>

-

»

-

=

f

x

f


Значення функції зросло, зменшуємо крок у два рази 
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Значення функції зросло, зменшуємо крок у два рази 
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Значення функції зросло, зменшуємо крок у два рази 
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Значення функції зросло, зменшуємо крок у два рази 
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Значення функції зменшилося.
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2.8 Метод градієнтного спуска з постійним кроком.

Напрямок спуска задається вектором 
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Початковий крок 
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10. Оскільки 
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11. Обчислюємо градієнт
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Довжина градієнта 
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12. Обчислимо координати першої точки спуска в новому напрямку:
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13. Оскільки 
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Знаходимо
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14. Оскільки 
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(

)

α

(

)

2

(

)

2

(

x

f

d

x

f

<

×

+

, то наступною точкою спуска стає точка 
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15. Знаходимо 
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16. Одержимо, що 
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17. Обчислимо градієнт 
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Довжина градієнта 
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. На цьому обчислення закінчуються 
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Мінімум  функції зведемо в таблицю основні обчислення

Таблиця 2.6.
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	0
	(0,0)
	0
	1,414

	1
	(-0,6;-0,6)
	-0,756
	0,225

	2
	(-0,644;-0,644)
	-0,77
	0,00976


2.9 Метод покоординатного спуска.

Потрібно мінімізувати функцію 
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(

x

f

 в області унімодальності. Вибираємо точку початкового спуска 
[image: image644.wmf])

0

(

x

 і будуємо послідовність наближень.

Нехай 
[image: image645.wmf])

(

k

x

 побудовано, тоді 
[image: image646.wmf]i

-а компонента 
[image: image647.wmf]1

+

k
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Процес побудови точок спуска закінчується, коли довжина градієнта менше заданої точності 
[image: image649.wmf]ε
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Для функції двох змінних координат точки спуску визначаються за формулами:
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2.10 Рішення задач лінійного програмування.
Лінійне програмування - наука, що вивчає методи перебування мінімального і максимального значення лінійної функції, на невідомі який накладені  лінійні обмеження.

Розглянемо лінійну функцію: 
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 (1) Така функція називається цільовою функцією. Нехай на невідомі функції накладені обмеження:
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(2.1)
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Потрібно знайти такий набір значень невідомих 
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,...,

,

(

2

1

*

*

*

*

=

n

x

x

x

x

, який задовольняв би системі (2.1) і мінімізував (максимізував) функцію мети.

Визн. Безліч значень X , що задовольняє системі обмежень (2), називається областю припустимих рішень. Рішення з цієї області називається планом. У векторному виді задача лінійного програмування виглядає в такий спосіб.

Нехай треба мінімізувати (максимізувати) лінійну форму: 
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(2.2)
Визн. План називається опорним, якщо серед векторів 
[image: image664.wmf]j
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 векторів лінійно незалежні.

Визн. Оптимальним називається план, що задовольняє системі (2.1) і мінімізуючий (максимізуючий) функцію мети. 

У реальних задачах система обмежень може містити нерівності. Тоді система обмежень має вид:
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 (2.3)
2.11 Геометричний метод рішення.

Цей метод використовується у випадку двох перемінних: 
[image: image668.wmf]1
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 и 
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 (на площині). Нехай потрібно мінімізувати (максимізувати) лінійну функцію: 
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Геометрично перші 
[image: image673.wmf]2
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 обмеження являють собою напівплощини з граничною прямою 
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.  Обмеження, що залишилися - прямі. Областю припустимих рішень є їхнє перетинання. Область припустимих рішень може являти собою замкнутий чи відкритий багатокутник, промінь, крапку і т.д. Нехай безліч припустимих рішень - обмежений замкнутий багатокутник. Лініями рівня цільової функції є набір рівнобіжних прямих. Значення функції зростає в напрямку градієнта, убуває в напрямку антиградієнта. Будуємо лінію з нульовим рівнем: 
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. У випадку мінімізації функції мети будемо пересувати цю лінію паралельно самої собі в напрямку антиградієнта таким чином, щоб  вона перетиналася з областю припустимих рішень. Тоді крайнє положення, що займе ця лінія визначає крапку мінімуму. При  рішенні задачі максимізації нульову лінію рівня треба переміщати в напрямку градієнта.

Приклад 2.6
Фірма робить 2 моделі книжкових полиць. Виробництво обмежене наявністю сировини і часом машинної обробки. Для кожного виробу моделі А потрібно Фірма робить 2 моделі книжкових полиць. Виробництво обмежене наявністю сировини і часом машинної обробки. Для кожного виробу моделі А потрібно 3 м2 дощок, для В – 4 м2. Фірма одержує до 1700 м2 дощок у тиждень. Для кожного виробу А потрібно 12 хв. машинного часу, для В - 30 хв. У тиждень можна використовувати не більш 160 ч. Скільки виробів кожної моделі треба зробити за тиждень, щоб одержати 
[image: image676.wmf]max

 прибуток, якщо одиниця виробу типу А дає прибуток - 2$; одиниця виробу типу В- 4$.

Рішення.


[image: image677.wmf]1
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 - кількість виробів типу А;


[image: image678.wmf]2
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 - кількість виробів типу В.

Функція мети - прибуток при реалізації усіх виробів.
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2 обмеження: 1- на використання матеріалів (дощок)

2- на час машинної обробки
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Кожне обмеження геометрично є напівплощиною.

Граничні лінії:


[image: image683.wmf]0
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Побудуємо на графіку область допустимих рішень.

Областю припустимих рішень є чотирикутник 
[image: image684.wmf]A
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Градієнт функції мети: 
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Будуємо лінію з нульовим рівнем: 
[image: image686.wmf]0
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Пересуваючи нульову лінію рівня таким чином, щоб вона перетиналася з областю припустимих рішень, одержимо, що крайня - крапка С - це крапка 
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. Знайдемо її координати, вирішуючи систему:
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Рисунок 2.3 – Геометричний метод рішення задачі лінійного програмування
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2.12 Симплексний метод рішення.

Нехай потрібно мінімізувати цільову функцію при обмеженнях (2.3). Приведемо (2.3) до стандартного виду (2). Для цього до лівої частини кожного обмеження, що має вид нерівності ≤, добавляємо положительную переменную: 
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Усього перемінних 
[image: image695.wmf]2
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. Усі 
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 повинні бути позитивні, якщо 
[image: image697.wmf]0
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, те дане рівняння потрібно помножити на (-1). Т.к. цільова функція не має стаціонарних крапок, те своїх максимального і мінімального значень вона досягає на границі області.

Th. Нехай область припустимих рішень - обмежений замкнутий багатогранник, тоді мінімальне (максимальне) значення функції мети досягається в кутовій крапці.

Т.к. число невідомих 
[image: image698.wmf]n

 більше числа рівнянь 
[image: image699.wmf]m

, те частина невідомих покладається базисними. Вільні перемінні переносяться в праву частину. Система зважується щодо базисних перемінних. Така система совместна, якщо визначник, що складається з коефіцієнтів при базисних невідомих у системі обмежень відмінний від  чи нуля якщо вектори 
[image: image700.wmf]j

A

, відповідні базисним перемінної, є незалежними.

Визн. Рішення називається базисним, якщо вільні перемінні рівні 0.

Кожне базисне рішення відповідає кутовій крапці. Кількість базисних рішень: 
[image: image701.wmf]m
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Т.о. щоб знайти оптимальне рішення, потрібно обчислити значення функції мети у всіх кутових крапках і вибрати крапку, у якій значення функції мети мінімально (максимально); якщо   велике, то кількість кутових крапок велике число.

Визн. Симплексний метод - упорядкований перехід від одного базисного рішення до іншого, при якому відбувається зменшення значення функції мети. (Використовується для відшукання мінімального значення функції мети)

Розглянемо побудову нульового базисного рішення. Припустимо, що система обмежень (3) містить 
[image: image702.wmf]m

 одиничних векторів (така ситуація виникає, якщо всі обмеження визначаються нерівностями ≤; інакше перші 
[image: image703.wmf]m

 перемінних вибираються в якості базисних і щодо них зважується система лінійних рівнянь ). Тоді система обмежень має вид:
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Базисні перемінні: 
[image: image705.wmf]m
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 - вільні. Нехай вільні змінні рівні 0,  отримуємо нульове базисне рішення: 
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Далі виникає необхідність перевірити,   чи не є знайдене базисне рішення оптимальним. Помітимо, що вектори 
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 системи обмежень мають вид:
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Вектори 
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 – одиничні й утворять базис у 
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 – мірному просторі, тобто кожної з векторів 
[image: image717.wmf]j
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 можна розкласти по даному базисі:
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Т.к. базис одиничний, те 
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. Кожному розкладанню 
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 відповідає єдине значення 
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Th: (критерій оптимальності) Якщо для деякого базисного рішення 
[image: image723.wmf]x

 розкладання усіх векторів 
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, то план 
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 оптимальний, інакше потрібно вибрати новий базис і шукати нове базисне рішення.

Алгоритм симплексного методу.

1. Вибираємо базисні перемінні: 
[image: image728.wmf]1
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. Нульове базисне рішення має вид: 
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2. Знайдемо розкладання векторів 
[image: image733.wmf]j
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 обраному по базисі й обчислимо значення оцінок 
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3. Якщо всі оцінки не позитивні, то знайдене рішення 
[image: image735.wmf]x

 оптимально. Якщо позитивна оцінка одна, то відповідний вектор 
[image: image736.wmf]j
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 вводиться в базис. Якщо позитивних оцінок трохи, то серед векторів 
[image: image737.wmf]j
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, відповідних ним, вибирається вектор, для якого максимальним є добуток 
[image: image738.wmf]j

j

j

c

z

q

×

-

)

(

, де


[image: image739.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

=

ij

i

i

j

x

x

min

θ

, 
[image: image740.wmf]0

>

ij

x

.

Нехай 
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, тоді вектор 
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 вводиться в базис. Виводиться буде вектор 
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, для який справедливо:
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Елемент 
[image: image745.wmf]k
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 називається розв’язувальним, а 
[image: image746.wmf]r

- тий рядок і 
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-ий стовпець - напрямними.

Новий базис: 
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Відповідні базисні перемінні:


[image: image749.wmf]m

r

k

r

x

x

x

x

x

x

,...,

,

,

,...,

,

1

1

2

1

+

-

.

4. Знайдемо координати розкладання векторів 
[image: image750.wmf]j
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 по новому базисі і нове базисне рішення.

Нове базисне рішення визначається по формулах:
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Розкладання векторів обчислюється в такий спосіб:
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Щоб знайти розкладання векторів 
[image: image755.wmf]j
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 по новому базисі треба розділити напрямну 
[image: image756.wmf]r

-тий рядок на  елемент, що дозволяє 
[image: image757.wmf]rk
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 і зробити повне виключення по методу Жордана-Гаусса в направляючому 
[image: image758.wmf]k

-тому стовпці.
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5. Обчислюємо значення оцінок 
[image: image781.wmf]j
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. Якщо усі вони непозитивні, то план оптимальний, у противному випадку знову відшукуємо вектор який буде введений у базис, і вектор який буде виведений з базису. Процес повторюється доти  , поки не буде знайдений оптимальний план, чи показана необмеженість рішення (якщо в якому-небудь стовпчику всі   негативні).

Зауваження: Якщо зважується задача максимізації цільової функції, то функція мети записується у виді:
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І для неї зважується задача мінімізації

Приклад 2.7
Розглянемо задачу, використовувану в прикладі попереднього розділу:

Потрібно максимізувати цільову функцію.
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Тому що симплексний метод вирішує задачу мінімізації, то функцію мети розглянемо у виді: 
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Приведемо систему обмежень до стандартного виду, додавши до лівої частини кожного обмеження позитивну перемінну одержимо:
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Базисні перемінні: 
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Вільні перемінні:

Базисні вектори: 
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Нульове базисне рішення: 
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Функція мети: 
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Складемо вихідну симплекс - таблицю:

	I
	Aб
	cб
	xб
	   -2
	  -4 
	   0
	   0

	
	
	
	
	    A1
	   A2
	   A3 
	   A4

	1
	  A3
	   0
	1700
	    3
	   4
	   1
	   0

	2
	  A4
	   0
	1600 
	    2
	   5
	   0
	   1

	cj-zj
	z*(0)=0
	    2
	   4
	   0
	   0


Значення функції мети для нульового базисного рішення:
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Вичислимо значення відміток:
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Дві оцінки позитивні. Знайдемо відповідні рішення 
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Знайдемо 
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Максимальне значення відповідає вектору 
[image: image804.wmf]2
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. Для другого стовпця 
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 відповідає другому рядку.

Другий рядок і другий стовпець є напрямними.

Значить елемент 
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 – що дозволяє. Отже вектор 
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 вводиться в базис, а 
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 – виводиться з базису.

Обчислюємо новий опорний план і розкладання векторів по новому базисі 
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. Для цього 2-й рядок поділяється на 
[image: image811.wmf]5
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(розв’язувальний елемент). Результат записується в другий рядок другої таблиці. Потім виробляється виключення в другому стовпці. Для цього отриманий другий рядок збільшується на (-4) і поелементно складається з першим рядком.

Друга симплекс-таблиця має вигляд:
	I
	Aб
	cб
	xб
	   -2
	  -4 
	   0
	   0

	
	
	
	
	    A1
	   A2
	   A3 
	   A4

	1
	  A3
	   0
	420
	    1,4
	   0
	   1
	  -0,8

	2
	  A2
	   -4
	320 
	    0,4
	   1
	   0
	   0,2

	Z*(1)=-1280
	    0,4
	   0
	   0
	  -0,8


Базисні перемінні 
[image: image812.wmf]1

x

, 
[image: image813.wmf]2

x

;

Базисні вектори 
[image: image814.wmf]1

A

, 
[image: image815.wmf]2

A

;

Перше базисне рішення: 
[image: image816.wmf])
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Значення функції мети: 
[image: image817.wmf]1280
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 (зменшилося).

Обчислимо значення оцінок:
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Позитивна оцінка одна, отже 
[image: image819.wmf]1

A

 вводиться в базис.

Знаходимо 
[image: image820.wmf])
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Отже 
[image: image821.wmf]3

A

 буде виведений з базису.

Елемент, що дозволяє 
[image: image822.wmf]4
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Поділяємо 1-ю рядок на  елемент, що дозволяє 
[image: image823.wmf]11

x

 і робимо виключення в 1-м стовпці. Одержуємо нову симплексну таблицю:

	I 
	  Aб
	cб
	xб
	   -2
	  -4
	    0
	    0

	
	
	
	
	    A1
	   A 2
	   A3
	   A4

	   1
	   A1
	   -2
	 300
	    1
	    0
	  5/7
	-4/7

	   2
	   A2
	   -4
	 200
	    0
	    1
	 -2/7
	 3/7

	Z*(2)=-1400
	0
	0
	-2/7
	-4/7


Базисні перемінні: 
[image: image824.wmf]1

x

, 
[image: image825.wmf]2

x

.

Базисні вектори: 
[image: image826.wmf]1

A

, 
[image: image827.wmf]2

A

.

Обчислимо значення оцінок:
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Отримані оцінки непозитивні. Отже знайдене базисне рішення: 
[image: image829.wmf])
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 – оптимально. Значення функції мети: 
[image: image830.wmf]1400
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, тоді для вихідної задачі оптимальне рішення: 
[image: image831.wmf])
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. Значення цільової функції:
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 ($)–є максимальним.

Відповідь: виробів моделі А – 300 од.

виробів моделі В – 200 од.

максимальний прибуток 1400 $

Контрольні питання
1. Що називається точкою локального мінімуму функції  
[image: image833.wmf](

)

x

f

?

2. Які етапи пошуку мінімуму?

3. Який алгоритм методу відділення відрізків унімодальності?

4. Як визначається точка мінімуму  
[image: image834.wmf](

)

x

f

 методом дихотомії?

5. Яке співвідношення визначає «золотий перетин»?

6. Який алгоритм методів золотого перетину?
7. Що називається точкою локального мінімуму функції декількох змінних?

8. Що називається градієнтом функції?

9. Як визначається аналітичне рішення?

10. Як будується ітераційний процес і вибирається напрямок спуску?

11. Який алгоритм методу найшвидшого градієнтного спуску?

12. Як визначається точка мінімуму за методом з дробленням кроку?

13. Як реалізується метод з постійним кроком?

14. Як знаходиться точка мінімуму за допомогою покоординатного спуску?

15.Яка постановка задачі?

16. Як реалізується геометричний метод?

17. Як приводиться система обмежень до стандартного виду?

18 Як будується базисне рішення?

19 Який критерій оптимальності?

20. Який алгоритм симплексного методу?

Тема 3. ІНТЕРПОЛЯЦІЙНІ БАГАТОЧЛЕНИ
3.1 Постановка задачі


Задачі наближення (апроксимації) полягають у заміні функціональної залежності, заданої на множині X(R у вигляді:

· таблиці, 

· графіка, 

· формули,

· функції, заданої в неявному виді, 

що є більше простою і зручною для розрахунків наближених значень вхідної функції..


Якщо X складається з дискретної множини точок х0, х1 ..., хn, то наближення називається точковим.


Якщо множина  Х є неперервною (відрізок [а;b]), то наближення називається інтегральним.


Нехай функція f (x) апроксимується на множині X функцією  ((х), яка одночасно є:

· більше зручної для обчислень;

· близькою в деякому змісті до f(х). 


Якість апроксимації, тобто  близькість двох функцій, можна оцінювати по-різному залежно від  фізичного змісту задачі, що  розв'язується. Відповідно до  цього в теорії наближень розглядаються різні функціональні простори з уведеної в них метрикою, що дозволяє оцінити ((f,() - відстань між цими функціями.


Простір L називається нормованим, якщо кожному елементу f(L поставлено у відповідність дійсне число ||f||, яке називається нормою і задовольняє наступним аксіомам:


а) ||f|| ( 0, ||f|| = 0 тоді й тільки тоді, коли f = 0;


б) ||((f|| = |(|(||f||, де ( ( R;


в) ||f + (|| ≤ ||f|| + ||(||
Нагадаємо зміст поняття "повний простір":

а) послідовність {x(k)}, що побудована з елементів множини Х називається фундаментальної, якщо для будь-якого малого ( > 0 найдеться такий номер N((), що  метрика ((x(k),x(m))<(  при k,m > N(() (x(k),x(m)) <  при k,m > N( ); 
б) простір Х називається повним, якщо кожна фундаментальна послідовність цього простору збігається до деякої межі, яка є елементом простору Х.


Повний) лінійний нормований простір називається Банаховым або В-простором.


Нормований простір стає метричним, якщо покласти метрику ((f,() = ||f - (||  (f,) = ||f-(||.


Дійсний лінійний простір L називається  евклідовим, якщо кожній парі його елементів f і (  поставлено  у відповідність дійсне число (f,(), яке  називається скалярним добутком і задовольняє наступним аксіомами:


а) (f,f) ( 0, (f,f) = 0 тоді й тільки тоді, коли f = 0;


б) (f,() = ((,f);


в) ((f,() = ((f,(); ( ( R;


г) (f+(,g) = (f,g) + ((,g).


Повний лінійний евклідовий простір L називається гільбертовым. Гільбертів простір одночасно є банаховим. 


Норму функції f(x)(L можна визначити через скалярний добуток:


[image: image835.wmf])
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(3.1)


Скінченна система елементів (0, (1,…, (n, простору L називається лінійно незалежною, якщо їх лінійна комбінація є нульовим елементом простору L, тобто рівність:

c0(0 + c1(1 + … + cn(n = 0 


(3.2)
виконується лише за умовою:

 c0 = c1 = … = cn = 0. 



(3.3)


У противному випадку ця система називається лінійно залежною

Нескінченна система елементів  (1, (2,…, (n ... називається лінійно незалежною, якщо будь-яка її підсистема, що складається з кінцевого числа елементів, є лінійно незалежною. 


Необхідна  й достатня умова лінійної незалежності скінченної системи елементів  0,  1,...,  n  - це відмінність від нуля визначника, побудованого зі скалярні добутків (визначника Грама):
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(3.4)


Якщо в  просторі   L:


а)  існує  система  n  лінійно незалежних елементів, 


б) будь-які n + 1 елементи цього простору є лінійно залежними, 

то число n  називають вимірністю простору L і  позначають: n = dіm L.


Якщо  в  L існує злічене або незліченне нескінченне число лінійно незалежних елементів, то простір L називають нескінченновимірним і вважають   dіm L = (.


Система лінійно незалежних елементів (1, (2,…, (n  n-вимірного простору L називається базисом цього простору, якщо для кожного елемента f простору L найдуться дійсні числа с1,c2,...,cn такі, що буде справедливою рівність:
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(3.5)


Послідовність {(n(x)} функцій нескінченновимірного банахова простору L називається базисом в L, якщо кожна функція f{x)(L розкладається в ряд:
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(3.6)

який збігається за нормою простору L.


Ортогональність функцій в гільбертовому просторі: функції (1 і (2 називаються ортогональними, якщо їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто. ((1,(2) = 0.


Якщо ||(||= 1, то функцію ((х) називають нормованою. 


Скінченна або нескінченна система функцій (0, (1,... називається ортонормованою, якщо її елементи попарно ортогональні і нормовані: 
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(3.7)


Ортонормована система функцій у гільбертовому просторі L називається повною, якщо її не можна доповнити елементами з L так, щоб нова система була ортонормированной. 


Зміст: в L не існує ненульового елемента, ортогонального до всіх елементів даної системи. 


Повна ортонормована система функцій утворює базис у просторі L.



Якщо розглядати лінійний простір дійсних функцій, заданих на множині X, то система його лінійно незалежних елементів називається системою лінійно незалежних на X функцій.

Нехай f(х) є елементом лінійного нормованого простору L. Виконаємо наступне:

а) виберемо в L систему n + 1 лінійно незалежних функцій  (0(x), (1(x), …, (n(х);


б) утворимо лінійну комбінацію з постійними коефіцієнтами:

((х) = 
[image: image840.wmf]å
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(3.8)


Функція (3.8)   називається узагальненим многочленом порядку n. 


Часткові випадки узагальненого многочлена: 

· при (i(х) = xi (i= 0,1,2,…,n) одержуємо алгебраїчний многочлен ступеня n:
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(3.9)

· при (0(х) = 1, (1(х) = cos(x), (2(х) = sin(x), …,(2n-1(х) = cos(x), (2n(х) = sin(x) одержуємо тригонометричний многочлен порядку n:
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3.2 Задачі теорії наближень і функціональні простори


Будемо апроксимувати функцію f(x) узагальненим поліномом n-го порядку  ((х) виду (3.8). Параметри cі (і = 1,2,..,n) цього поліному визначаються з умови мінімуму відстані  (f, ) = ||f-(|| у метриці простору L. Є 3 найважливіших типи наближень, широко використовуваних на практиці:


а) найкраще рівномірне наближення;


б) середнє квадратичне наближення на неперервній множині,


в) середнє квадратичне наближення на дискретній множині точок.


Найкраще рівномірне наближення: 

а) нехай функція f(x) належить простору С[a,b] дійсних функцій, неперервних на відрізку [а;b]. Уведемо поняття рівномірної (чебышовської) норми, як максимального значення модуля функції на цій множині:
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(3.11)


б) у відповідності до метрики (3.10) за міру близькості функцій f(x) і ((х) приймають їх максимальне відхилення в усіх окремо взятих точках відрізку [a,b]:
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Тоді:

· функція ((х), що забезпечує мінімум відстані (, називається найкращим рівномірним наближенням функції f(x)  на відрізку [a;b];

· простір С[a,b] є повним нормованим (банаховим) простором.


Середньоквадратичне наближення на неперервній множині.

Розглянемо гільбертів простір 
[image: image845.wmf]]
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 дійсних функцій, квадрат яких інтегрується з вагою р(х) на відрізку [а;b], тобто  для f(x)(
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, буде скінченним інтеграл у змісті Лебега:
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(3.13)


Вважаємо, що на відрізку [a;b] вагова функція1) має такі властивості:
· р (х) > 0;

· 
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Скалярний добуток функцій у просторі 
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 визначається, як інтеграл:
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Середня квадратична норма уводиться таким чином:
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Відстань між  функціями:
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(3.16)

називається зваженим середнім квадратичним відхиленням або погрішністю наближення в просторі 
[image: image853.wmf]]
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Збіжність функціональної послідовності в змісті метрики простору   називається збіжністю в середньому.

Функція:
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(3.17)
що забезпечує мінімум квадрата відстані (3.16) називається найкращим інтегральним зваженим середнім квадратичним наближенням функції f(х)


Середнє квадратичне  наближення на дискретній множині точок: 


а) простір функцій, заданих своїми значеннями на дискретній множині X точок х0, х1, ..., хn, що належать відрізку [а;b], буде гильбертовим простором розмірності n + 1, якщо  в ньому визначено скалярний добуток
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 EMBED Equation.3  [image: image856.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image857.wmf]
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(3.18)


б) в цьому просторі уводяться:



1) норма:
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2) зважене середнє квадратичне відхилення:
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(3.20)


За  допомогою позитивних  ваг pі можна враховувати неоднакову точність виміру значень функції;

в) функція:
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(3.21)
що забезпечує мінімум квадрату відстані (3.20), називається найкращим точковим зваженим середнім квадратичним наближенням функції f(х).


Базисні функції (i(x) (і = 1,..,n) передбачаються лінійно незалежними:

· в інтегральному наближенні - на відрізку [a,b];

· у точковому наближенні - на множині точок 
[image: image862.wmf]m
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, причому, кількість точок  - не менше  розмірності простору (m(n)


Якщо:


а) значення функції f(х) задані в n + 1 точках х0, x1,..., хn відрізка [а;b], називаних вузловими точками;


б) існує функція ((х), яка:



1) досить проста для обчислень; 


2) значення функції  ((х) збігаються з f(х) у вузлових  точках x0,...,xn;


3) в інших точках відрізка [а;b] функція ((х) приблизно представляє f(х), 

то таке наближення називається інтерполяцією.

3.3 Поліноміальна інтерполяція


Постановка задачі.  Задані:


а) відрізок [x0;xn];


б) на цьому відрізку - точки x0,x1,...,xn (вузли інтерполяції);


в) значення функції в цих точках: y0 = f(x0), y1 = f(x1),...,yn = f(xn).


Необхідно побудувати функцію ((х), яка у вузлах інтерполяції збігається зі значеннями функції f(x).

Таблиця значень функції f(х) може бути інтерпольована нескінченною множиною різних функцій, тому потрібно мати деякий критерій вибору. 


Багато функцій, що інтерполюють, будуються як лінійні комбінації елементарних функцій. Приклади:


а) лінійні комбінації одночленів 
[image: image863.wmf]n
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 приводять до алгебраїчних поліномів; 


б) лінійні комбінації тригонометричних функцій 
[image: image864.wmf]n
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  приводять до тригонометричних поліномів.


У численних додатках апарата інтерполяції в основному доводиться розв’язувати дві задачі:


а) знайти аналітичне вираження для функції, заданим таблицею, графіком або у вигляді складної для додатків формули;


б) обчислити значення функції f(x) у точках, що не збігаються з вузлами інтерполяції, за допомогою порівняно нескладного алгоритму.


Інтерполяційні поліноми знаходять широке застосування в:


- чисельному диференціюванні;


- чисельному інтегруванні;


- чисельному розв’язанні диференціальних рівнянь.

Особливість інтерполяції: точки, у яких розраховується наближене значення, обов'язково повинні перебувати усередині відрізка [x0,xn], утвореного крайніми вузловими точками. 


Іноді  потрібно обчислити наближене значення функції за межами  відрізка [x0,xn]. Така задача називається задачею екстраполяції.

3.4 Интерполяционный полином Лагранжа


Виберемо за  функцію ((x), що наближає,  поліном Pn(x) ступеня n, значення якого збігаються зі значеннями  функції f(х) у вузлах інтерполяції:

Pn(x0)=y0;  Pn(x1)=y1;….. ; Pn(xn)=yn .

(3.22)


З точки хору геометрії (3.22) – це задача про побудову параболи n-го порядку виду у = Рn(х), що перетинається із графіком функції у = f(х) в (n+1)-й наперед заданій точці (рис. 3.1). 


Покажемо, що така задача має єдине рішення: 


а) нехай:
Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 +...+ anxn. 


(3.23)


б) коефіцієнти аі (і = 0,1,2, ... ,n) можна визначити із системи рівнянь (3.24), Цю систему одержують:


а) підстановкою в поліном значень вузлових точок x0,x1,..,xn;


б) прирівнюванню одержаних значень поліному значенням функції;
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Рисунок 3.1 – Поліноміальна інтерполяція функції y = f(x) (1) інтерполяційним поліномом y = Pn(x) (2)


в) визначник цей системи:
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(3.25)

зветься  визначником Вандермонда1). Якщо вузли інтерполяції різні, те ∆≠0, тобто  системи має єдине рішення.


При визначенні  полінома Рn(х)   використаємо  базис  так званих лагранжевых коефіцієнтів Lі(х) (і = 0,1,...,n) ступеня n таких, що:
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(3.26)


Визначимо Lі(х) як поліном ступеня n, що:

а) дорівнює нулю в точках х0, x1,..., xі-1,xі+1, .. ,хn;


б) дорівнює одиниці в точці хі.


Цій умові відповідає поліном:

Li(x) = A(x-x0)(x-x1)…(x-xi-1)(x-xi+1)…(x-xn). 

(3.27)


Для находження коефициєнту А підставимо в (3.26) x=xi:

Li(xi) = 1 = A(xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn). 

(3.28)


Виразимо з (3.28) значення A, одержимо остаточно:
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Поліном yi(Li(x)має такі властивості:


а) приймає значення yi в точці xi

б) дорівнює нулю в усіх точках хj (j(i)


Позначимо:

(n(x) = (x-x0)(x-x1)…(x-xn). 


(3.30)


Продиференціюємо  (3.30) в точці  x = xi:

((n(xi) = (xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn) 

(3.31)


Після підстановки (3.30) і (3.31) в (3.29), одержимо:
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(3.32)


Лангражеві коефіцієнти Lі(х) називають також  множниками впливу відповідних вузлів інтерполяції. 

Інтерполяційний поліном ступеня n виду:
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носить назву полінома Лагранжа

Кількість арифметичних операцій, що необхідні для його обчислення, пропорційно n2. 


Якщо вузли інтерполяції є рівновіддаленими друг від друга, тобто:

xi+1 – xi = h = const (i – 0,1,2,…,n),


(3.34)

то, якщо 


а) увести змінну: t = (x-x0)/h, 

б) виразити через неї х,

можна записати лагранжеві коефіцієнти у виді:
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де 
[image: image873.wmf])!
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Виходячи з (3.35), одержимо формулу для інтерполяційного полінома Лагранжа з рівновіддаленими вузлами:
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(3.36)


Особливості формули (3.36):  коефіцієнти Li(t) не залежать: 

· від вибору кроку h;

· від виду функції f(x).


Погрішність інтерполяційного полінома Лагранжа:


Нехай функція f(x) має n+1 неперервну похідну для всіх х ( [x0;xn]. Показано,що  залишковий член інтерполяційного полінома Лагранжа має вид:

Rn(x) = f(x)-Pn(x) = 
[image: image875.wmf]),
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(3.37)


де ( - внутрішня точка мінімального відрізка, що містить вузли інтерполяції  х0,…, xn  і точку х;

Погрішність залежить від:

· вибору вузлів хi,

· выбору точки х,

· властивостей функції f(x);


Принципи впливу місце розташування  точки х:

· погрішність інтерполяції буде меншою, якшо точка х розташована ближче до середини відрізку [x0;xn];

· погрішність інтерполяції буде більшою, якшо точка х розташована ближче до будь-якого кінця відрізку [x0;xn];

· при екстраполяції погрішність завжди є більшою, у порівнянні з інтерполяцією, а  у багатьох випадках вона непередбачена.
3.5 Розрахунки інтерполяційного полінома


Вибір методу чисельної реалізації інтерполяції залежить від постановки конкретної задачі. Наявні таки типові випадки:


а) якщо необхідно вирішити разову задачу - побудувати для набору даних інтерполяційний поліном, то немає необхідності прибігати до програмування: досить скористатися пакетами прикладних програм, у які "зашиті" або розрахунок інтерполяційного полінома, або розв’язання системи лінійних рівнянь. 


б) якщо процедура інтерполяції входить до складу програмного комплексу, що розробляється для розв’язання деяких масових задач  - у цьому випадку доводиться укладати  комп'ютерну програму (у вигляді підпрограми або підпрограми-функції), що є частиною цього комплексу.


3.5.2 На практиці виникають дві задачі, що пов’язані з інтерполяцією:


а) розрахунок коефіцієнтів інтерполяційного поліному,


б) розрахунок значень поліному у точках, що відрізняються від вузлових.


Для розрахунку значень полінома:

Pn(x) = a0 + a1x + a2x2+…+anxn 


(3.38)

в комп’ютерних програмах використовують  метод Горнера. Для цього:


а) поліном (3.35) представляють у формі:

P(x) = (…(((anx+an-1)x+an-2)x+an-3)x+…+a0). 

(3.39)


б) з (3.39)   для значення х = ( послідовно розраховують числа:
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(3.40)


При цьому b0 = Pn(().


Приклад 3.1


При х = 1,2 розрахувати значення полінома

Р4(х) = 3 – x + 2,5x2 – 3,2x3 + 0,1x4 

(3.41) 


Розв’язання 


Згідно (3.40), послідовно знаходимо:


b4 = 0,1; 


b3 = -3,2+0,1(1,2 = -3,08;


b2 = 2,5 - 3,08(1,2 = -1,196


b1 = -1 -1,196(1,2 = -2,4352

b0 = 3 - 2,4352(1,2 = 0,07776.


Звідси Р4(х=1,2) = b0 = 0,07776


Приклад 3.2 

Побудувати інтерполяційний поліном для функції:
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(3.42)


Розрахувати значення у в точках 0,1,2,3,4,5. Побудувати графік функції та інтерполяційного полінома в точках х0÷х3 і визначити його екстраполяйційні властивості

Розв’язання 


а) виконаємо інтерполяцію поліномом 3-й ступеня в точках x0 =0, x1=1, x2=2, x3=3. Для знаходження коефіцієнтів полінома Лагранжа в середовищі Ooo Calc використовуємо не безпосередні розрахунки коефіцієнтів, а розв’язання системи рівнянь (3.24), що попереджають виводу коефіцієнтів поліному Лагранжа. Для цього:


1) будуємо таблицю (комірки Е4:І7) куди поміщаємо коефіцієнти системи рівнянь (3.24) і значення y (рис. 3.2)

2) у масиві (L3:L6) проводиться розв’язання системи. Формула масиву: =MMULT(MINVERSE(E4:H7);I4:I7)

б) будуємо таблицю значень функції й інтерполяційного полінома в діапазоні значень х від 0 до 5 (тобто  виходимо за межі відрізка інтерполяції) 


в) по таблиці  будуємо графік для вихідної функції й полінома (рис. 3.2)


З графіка на рис. 3.2 виходить:


а) всередині відрізка інтерполяції значення полінома й вихідної функції близькі, тобто , поліном Лагранжа добре апроксимує функцію не тільки у вузлових точках;
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Рисунок 3.2 – Інтерполяція функції (3.42) поліномом 3-го ступеняи. Графік функції (3.42) (1),  графік інтерполяційного полінома (2)



б) у вузлових точках значення функції й полінома збігаються в межах погрішності обчислень, як це й виходить з теорії;


в) за межами відрізка інтерполяції спостерігаються значні розбіжності в значеннях полінома й функції. 

Розбіжності підсилюються в міру видалення від граничної вузлової точки. Отже, інтерполяційний поліном має погані екстраполяційні властивості.
3.6 Скінченні різниці різних порядків


Нехай  y = f(x) - задана функція. Позначимо через  x = h фіксовану величину збільшення аргументу (крок). 


Вираження:


Вираз:

 (y = (f(x) = f(x+(x)-f(x) 



(3.43)

називається першою скінченною різницею функції y.


Аналогічно  послідовно визначаються скінченні різниці вищих порядків:

(ny = (((n-1y) (n = 2,3,…) 


(3.44)


З (3.44) формула для  обчислення скінченної різниці другого порядку має вид:

	(2y = ([f(x+(x)-f(x)] = [f(x + 2(x) – f(x+(x)] – [f(x+(x)-f(x)] =

= f(x-2(x) – 2f(x+(x) + f(x)
	(3.45)



Приклад 3.3


 Побудувати скінченні різниці для функції: y = x3, вважаючи крок (x = 1. 


Розв’язання 


а) різниця першого порядку:


(f(x) = (x+1)3 – x3 = 3x2 + 3x + 1; 



б) різниця другого порядку:


(2f(x) = (f(x+1) - (f(x) = [3(x+1)2 + 3(x+1)+1] – [3x2 + 3x + 1] = 6x+6;


в) різниця третього порядку:

(3f(x) = (2f(x+1) - (2f(x) = [6(x+1)+6] – [6x+6] = 6;


г) різниці четвертого й більше високого порядків:

(kf(x) = 0 (k>3)


Є вірним твердження: якщо функція - поліном ступеня n виду (3.24), то скінченні різниці n-го порядку постійні:

(nPn(x) = n!anhn  = const, 


(3.46)


де h = (x 


Символ ( можна розглядати, як оператор, що ставить у відповідність функції y = f(x) функцію (y = f(x+(x) – f(x) (величина (x є постійною). 


Властивості оператора (:


а) ((u+v) = (u + (v;


б) ((C(u) = C((u (C – константа);


в) (m((ny) = (m+ny (m,n – цілі невід’ємні числа. За визначенням: (0y = y.


Вираження функції через скінчені різниці різних порядків:


а) з формули (3.43):.
f(x+(x) = f(x) + (f(x); 



(3.47)


б) розглянувши (, як символічний множник, одержимо

f(x+(x) = (1+()(f(x); 



(3.48)


в) послідовно застосуємо співвідношення (3.48) n раз:

f(x+n((x) = (1 + ()nf(x);



 (3.49)


г) скористаємося розкладанням правої частини (3.49), як бінома Ньютона:
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(3.50)


де 
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 - біноміальні коефіцієнти (кількість сполучень):
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(3.51)


За допомогою формули (3.50) можна виразити через скінченні різниці значення функції, що послідовно зростають з кроком (х.

Вираз скінченної різниці n-го порядку через значення функції в n точках:


а) скористаємося тотожністю:
( = (1+() – 1; 




(3.52)


б) запишемо різницю n-го порядку й застосуємо до неї біном Ньютона:
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(3.53)


в) в силу (3.49):
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(3.54)


Формула (3.54) дає вираз скінченної різниці n-го порядку функції f(x) через послідовні значення цієї функції.


Нехай функція f(x) має на відрізку (х; х+(х) неперервну похідну f(n)(x). Тоді буде вірною формула:


[image: image884.wmf])

x

k

x

(

f

)

x

(

)

x

(

f

)

k

(

k

k

D

×

×

q

+

D

=

D

  (0 < ( < 1). 

(3.55)


Ця формула має значення в дослідженнях, пов'язаних із практичним використанням скінченних різниць в обчислювальних процедурах.


Часто доводиться розглядати функції y = f(x), які задані табличними значеннями yі = f(xі) для системи рівновіддалених точок xі (і = 0,1,2...), де:

(xi = xi+1 – xi = h = const. 



(3.56)


У цьому випадку кінцеві різниці послідовності yі визначаються співвідношеннями:
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(3.55)


Методами, описаними вище, можна одержати формулу для скінченних приростів високого порядку функцій, заданих у виді таблиць, яка аналогічна (3.51):
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З формули (3.58) виходить, що для обчислення n-й різниці (nyi треба знати n+1 член yi,yi+1,…,yi+n даної послідовності.


 Приклади:
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Скінчені різниці різних порядків зручно розташовувати у формі таблиць двох видів:

· горизонтальної таблиці різниць (табл. 3.1);

· діагональної таблиці різниць (табл. 3.2)

Таблиця 3.1 – Горизонтальна таблиця різниць

	x
	y
	(y
	(2y
	(3y
	…

	x0
	y0
	(y0
	(2y0
	(3y0
	

	x1
	y1
	(y1
	(2y1
	(3y1
	

	x2
	y2
	(y2
	(2y2
	(3y2
	

	…..
	…
	…
	…
	…
	…



Таблиця 3.2 – Діагональна таблиця різниць 

	x
	y
	(y
	(2y
	(3y

	x0
	y0
	
	
	

	
	
	(y0
	
	

	x1
	y1
	
	(2y0
	

	
	
	(y1
	
	(3y0

	x2
	y2
	
	(2y1
	

	
	
	(y2
	
	

	х3
	y3
	
	
	



Приклад 3.4 
Скласти горизонтальну таблицю різниць функції:
y = 2x3 – 2x2 + 3x – 1, 



(3.59)

виходячи з початкового значення х0 = 0 з кроком h=1 до х=8


Розв’язання 


а) вважаємо х0 = 0, х1 = 1, х2=2,…х8=8, розраховуємо значення  y і заносимо в таблицю (табл. 3.3);

б) функція - поліном 3-й ступеня.  Тому треті різниці є постійними. Значення різниць ідуть "драбинкою".


Таблиця 3.3 - Складання горизонтальної таблиці різниць для функції (3.59)

	x
	y
	(y
	(2y
	(3y

	0
	-1
	3
	8
	12

	1
	2
	11
	20
	12

	2
	13
	31
	32
	12

	3
	44
	63
	44
	12

	4
	107
	107
	56
	12

	5
	214
	163
	68
	12

	6
	377
	231
	80
	

	7
	608
	311
	
	

	8
	919
	
	
	


3.7 Розділені різниці


Нехай функція f(x) задана у виді таблиці в не обов'язково рівновіддалених точках х0, х1,...,xn  (xі+1 - xі = hі(const). Значення функції в цих точках, відповідно: y0 = f(x0), y1 = f(x1),...,yn = f(xn). 


Розділені різниці першого порядку – це величини скінчених  різниць функцій, які віднесені на кожному інтервалі до одиничної довжини кроку hі=xі+1-xі (і = 0,1,..., n-1):
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(3.60)


Розділені різниці першого порядку мають зміст середніх швидкостей зміни функції на кожному інтервалі.


Розділені різниці другого порядку визначаються, як розділені різниці від перших різниць:
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(3.61)


У загальному випадку розділені різниці k-го порядку визначаються через розділені різниці (k-1)-го порядку по рекурентній формулі:
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Властивості розділених різниць:

· розділені різниці k-го порядку є симетричними функціями своїх аргументів і виражаються через вузлові значення функції:
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(3.63)


де ((n(xi) = (xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn) (див. (3.31));
· якщо функція f(x) на відрізку [x0;xn]  є n разів неперервне диференціюємою, то виконується співвідношення:
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(3.64)


де x0 < ( < xn;
· розділені різниці n-го порядку від алгебраїчного многочлена  n-го ступеня є  постійними, а різниці більше високих порядків дорівнюють нулю;
· кінцеві різниці для рівновіддалених проміжків можна розглядати, як окремий випадок розділених різниць.

3.8 Інтерполяційний поліном Ньютона


Для багатьох практичних задач інтерполяції доцільніше виразити інтерполяційний поліном через розділені різниці, чим використати форму Лагранжа. Інтерполяційний поліном може бути записаний через розділені різниці у вигляді:

	Pn(x)=f(x0) + (x-x0)f(x0;x1) + (x-x0)(x-x1)f(x0;x1;x2) +

+ … + (x-x0)(x-x1)…(x-xn-1)f(x0;x1;…;xn)
	(3.65)



Поліном, записаний у виді (3.65), називається інтерполяційним поліномом Ньютона для нерівновіддалених вузлів.


Поліноми n-го ступеня, що визначаються  формулами (3.65) і (3.36) є тотожно рівними тому що приймають однакові значення в n+1 -й вузловій точці. Тобто , вираз (3.65) суть  інша форма запису полінома Лагранжа. 


Форма запису (3.65) зручна тим, що при додаванні до вузлів х0,х1,...,xn  нового вузла хn+1:


а) всі обчислені раніше доданки залишаються без змін, 


б)  в (3.65) додається тільки новий доданок.


Якщо в (3.62) покласти n=1, то одержимо формулу для лінійної інтерполяції, яку часто використовують на практиці: 
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(3.66)


Найчастіше  формула (3.66) використовується для розрахунку значень між вузлами функцій, що задані таблицями,  . При цьому допускають, що при невеликій зміні функції у вузлових точках закон зміни функції між вузлами можна вважати приблизно лінійним.


Приклад 3.5


Щільність 10%-ного розчину спирту становить 0,9819 г/см3, а 20 %-ного - 0,9686. Розрахувати щільність 13 %-ного розчину спирту.


Розв’язання: 


Підставляємо значення в формулу (3.66): х0 = 10, х1 = 20, х=13, y0 = 0,9818; y1 = 0,9686:
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Для рівновіддалених вузлів вираження для полінома Ньютона спрощується. У цьому випадку:  xі = x0 + і h (і = 0,1,2,...,n), що приводить до виконання для розділених різниць співвідношення:
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(3.67)


Для інтерполяції функції в точці х, близької до х0:

а) уведемо нову змінну:
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(3.68)


Тоді вузлам інтерполяції відповідають значення: 

t0 = 0; t1 – 1;…;tn = n;


(3.69)


б) множники в (3.65) перетворяться в такий спосіб:
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в) Підставивши (3.70) в (3.65), одержимо інтерполяційну формулу Ньютона для інтерполяції вперед: 
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Для інтерполяції функції, у точці х, близької до кінцевого вузла xn, зручніше ввести змінну:
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(3.72)


У цьому випадку одержимо формулу інтерполяційного полінома Ньютона для інтерполяції назад:
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У цій формулі використаються скінчені різниці, що розташовані на нижній діагоналі різницевої таблиці.

3.9 Обмеження методу інтерполяції.


Інтерполяція поліномами широко використовується не тільки, як самостійна задача, але також як основа для розробки методів чисельного диференціювання й інтегрування, рішення диференціальних рівнянь і т.д.


Методу інтерполяції притаманні наступні обмеження:

· метод забезпечує аналітичне подання або обчислення функції f(x), що задана у виді таблиці,  лише на невеликому інтервалі з невеликим числом вузлів інтерполяції;

· метод непридатний для аналітичного подання табличних функцій з більшою кількістю вузлів через виникаючу нестійкість і зростання погрішності. Навіть незначні помилки в значеннях функції приводять до того, що різниці високих порядків носять випадковий характер;

· метод непридатний для обробки результатів спостережень, що містять випадкові погрішності.


На практиці інтерполяція обмежується поліномами 3-4 ступеня, поліноми більше високого ступеня використаються рідко.


Для розв’язання задач апроксимації на великої кількості вузлів, а також, для задач, де обробляються результати спостережень,  використовують інші методи, засновані на середнє квадратичній апроксимації, а також, на апроксимації сплайнами.

Контрольні питання

1 Як називаються задачі, що полягають у заміні функціональної залежності, яка задана у виді таблиць, графіків, складних формул на більш прості функції?


2 Дайте визначення поняття «точкове наближення»


3 Яке наближення називається інтегральним?


4 Як можна оцінити якість апроксимації?


5 Зміст поняття нормованого простору?


6 Зміст поняття «банахів простір»


7 За якою ознакою лінійний простір можна віднесит до евклідового простору?


8 За якою ознакою лінійний евклідів простір відносять до гільбертова простору?


9 Зміст поняття лінійної незалежності скінченої системи функцій 


10 Як відбувається перехід від лінійно незалежної скінченої системи до лінійно незалежної нескінченої системи функції?


11 У чому полягає необхідна і достатня умова лінійної незалежності скінченної системи елементів?


12 У лінійному просторі будь які 3 елементи є лінійно незалежними. Чи можна стверджувати, що вимірність цього простору дорівнює 3?


13 Зміст поняття базису функціонального простору


14 Як відбувається перехід від базису скінчено вимірного простору до базису нескінченновимірного банахова простору?


15 Зміст поняття «ортонормовані функції»


16 Яка система функцій є повною у гільбертовом просторі?


17 У чому полягає зміст повноти функцій к гільбертовому просторі?


18 Написати формулу узагальненого многочлену порядку n.


19 Як з узагальненого многочленну можна одержати алгебраїчний та тригонометричний многочлени?


20 Яки типи наближень використовуються на практиці?


21 Що приймають за міру близькості функцій при рівномірному наближенні?


22 Як визначається відстань між функціями у інтегральному середнє квадратичному наближенні?


23 Як визначається відстань між функціями у дискретному середнє квадратичному наближенні

24 Зміст зважених величин у середнє квадратичних наближеннях. У якому випадку їх використовують?


25 Зміст поняття інтерполяція


26 У чому полягає постановка задачі поліноміальної інтерполяції?


27 Зміст поняття «вузол інтерполяції»


28 Які типи задач розв’язують методом інтерполяції?


29 У чому полягають особливості задач інтерполяціі?


31 Зміст поняття «екстраполяція»


32 Як ставиться задача побудови інтерполяційного поліному Лагранжа?


33 Скільки інтерполяційних поліномів можна побудувати на заданій сукупності точок?


34 Функцію, що задана у виді таблиці, інтерполюють неповним поліномом y = a1x+ a3x3. Записати для цього випадку систему рівнянь для знаходження коефіцієнтів і визначник Вандермонта.


35 Як можна на практиці будувати поліном Лагранжа?


36 У якому випадку Лагранжеві коефіцієнти не залежать від функції f(x)?


37 Де погрішність інтерполяції буде меншою: на кінцях або у середині інтервалу?


38 Як співвідносяться між собою погрішності інтерполяції та екстраполяції?


39 Яки є типові задачіи чисельної реалізації інтерполяції?


40 У чому сутність алгоритму розрахунків значень поліному методом Горнера?


41 Зміст поняття «скінченна різниця першого порядку»


42 Як можна обчислити скінченну різницю другого порядку?

43 Побудова на практиці скінченних різниць від многочленів


44 Властивості скінчених різниць від многочленів


45 Властивості різницевого оператора


46 Як виразити функцію через скінчені різниці?


47 Як виразити скінченні різниці через послідовні значення функції?

49 Як побудувати таблиці різниць для рівновіддалених значень функції?


50 Зміст поняття «розділена різниця першого порядку».


51 Як побудувати розділені різниці другого порядку?


52 Якими властивостями володіють розділені різниці?


53 Зміст поняття «інтерполяційний поліном Ньютона»


54 У чому зручність запису інтерполяційного поліному через різниці?

Тема 4. ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ
4.1 Аналітичне інтегрування


За допомогою сучасної комп’ютерної техніки можна розв’язувати задачі не тільки чисельного інтегрування, але й аналітичного інтегрування тощо, тобто, рішення задачі, оберненої до диференціювання: знаходження функції по її першої похідної. Безумовно, це можливо лише у обмеженій кількості випадків, коли вдається виразити інтеграл через елементарні або спеціальні функції. Аналітичне інтегрування вручну є дуже важкою і громіздкою операцією, і уведення до практики комп’ютерного інтегрування дозволяє суттєво полегшити цей процес.


У пакеті МathCAD для проведення аналітичного інтегрування використовується панель Calculus математичного аналізу, за принципом максимальної близькості до стандартної математичної нотації. На скріншоті   (рис. 4.1) зображені можливі випадки проведення аналітичного інтегрування в середовищі МathCAD:


а) у першому випадку функція від х спочатку визначається за допомогою символу присвоєння (:=), а потім інтегрується. В усіх випадках довільна постійна інтегрування не додається;


б) у другому випадку функція безпосередньо записується під знаком інтегралу. Для обчислень необхідно після уводу формули перенести стрілку „символьні обчислення” з панелі Symbolic і клацнути мишею за межею формули;


в) третій випадок (рис. 4.1) – коли результат інтегрування є спеціальна функція, у даному випадку – інтеграл похибок:
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(4.1)

г) четвертий випадок – коли результат інтегрування не можна виразити через елементарні або загальноприйняті спеціальні функції. У цьому випадку результат – це незмінний вираз із збереженням знаку інтегрування.


Аналогічно можна проводити символьне чисельне інтегрування методом Ньютона-Лейбниця. Для цього використовується символ визначеного інтеграла з панелі Calculus  і стрілка – позначка символьних обчислень (рис.4.2):


а) у першому випадку функція спочатку визначається, а потім інтегрується;
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Рисунок 4.1 – Аналітичні обчислення невизначених інтегралів у середовищі MathCAD

б) у другому випадку функція безпосередньо ставиться під знаком інтеграла; 


в) Якщо надати межами не символьні, а числові значення, в разі символьного інтегрування цифри, якщо вони цілі, будуть підставлені в аналітичні виразі для результатів інтегрування (приклад 3). Якщо цифри не цілі – відбудеться числовий розрахунок значень підсумкових функцій (приклад 4);


г) на відміну від обчислень невизначених інтегралів, у разі, коли неможливо обчислити визначний інтеграл аналітично, це завжди можливо зробити чисельно. Для цього замість стрілки слід поставити позначку „=” і одержати числове значення (приклад 5, рис.4.2).


Аналітичне інтегрування можна проводити й в середовищі wxMAXIMA, з використанням функції integrate().


При виконанні розрахунків невизначеного інтегралу структура функції є такою: 
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Рисунок 4.2 – Обчислювання визначених інтегралів в середовищі MathCAD
integrate(funk(x),x),


де funk(x,a) – підінтегральна функція від змінної х, по якої відбувається інтегрування.


Результати, що можливі при інтегруванні, наведені на рис. 4.3. 


Якщо функція funk(x) є такою, що не інтегрується у квадратурах, те друкується  тільки початкова вхідна функція. 


Якщо підінтегральна функція інтегрується в квадратурах й не має літерних параметрів – після уведення на екрані з’являється шуканий інтеграл (без свавільної константи інтегрування).

Підінтегральна функція може містити параметри у виді літер. Якщо результат інтегрування залежить від співвідношення або величини літер – на екрані з’являється запит, на який треба надати відповідь (увести перші літери відповідних ознак
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Рисунок 4.3 – Можливі випадки розрахунків невизначених інтегралів у wxMAXIMA

Після уведення відповіді на запит на екрані з’являється шуканий інтеграл.

Якщо літерний запис результатів не залежіть від співвідношення або знаків літер – запит не з’являється, а на екрані з’являється інтеграл.


Для виконання визначених інтегралів до складу функції integrate уводять нижню (а) та верхню (b) границі інтегралу:

integrate(funk,x,a,b).


при цьому необхідно, щоб виконувалась умова: b > a. 


Особливості, що характерні для розрахунків невизначених інтегралів (рис. 4.3), характерні для визначених інтегралів. На відміну від MathCAD, у середовищі wxMAXIMA не відбувається автоматичного числового розрахунку інтегралу в разі неможливості аналітичного інтегрування. 


За допомогою функції integrate() можна:

· визначали інші функції (за допомогою оператору присвоєння :=), 

· друкувати символи інтегрування (за допомогою використання апострофу, конструкція  ‘function(),

· проводити числові розрахунки інтегралів (для функцій, що інтегруються у квадратурах) шляхом додання опції numer.

Приклад 4.1 


Необхідно розрахувати площу поверхні кришки апарата хімічного синтезу. . Кришка являє собою половину еліпсоїда обертання, висота h = 0,9 м, діаметр d = 1,2 м (рис. 4.3). 

Розв’язання


а) помістимо половину еліпсоїда обертання центром основи в початок координат, так, щоб вісь симетрії збігалася з віссю ОХ (рис. 4.4);


б) для розрахунку площі поверхні можна використати формулу (4.2) для обчислення площ поверхні тіл обертання:
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де х(у) – рівняння кривої, що виражене у вигляді залежності у від х,


а,b –межі інтегрування по осі у. 


У даній задачі:  а= h, b=d/2;
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Рисунок 4.4 – Кришка апарату
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Рисунок 4.4 – До розрахунку площі поверхні у прикладі 4.1


в) у цій задачі  крива обертання - це еліпс із півосями довжиною d/2 й h (рис. 4.4). Рівняння цього еліпсу:
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(4.3)


г) виразимо з рівняння (4.3)  х через у:
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(4.4 )


д) подальші обчислення наведені на робочому аркуші MathCAD. Оскільки  MathCAD оперує з символьними діями, немає необхідності у попередньому аналітичному диференціюванні вручну. Результати наведені у протоколі 4.1. Для того, щоб одержати числове значення, потрібно замість квадратного кореня використати зведення в дробовий ступінь.

Відмітимо, що аналогічні розрахунки в wxMAXIMA є більш  громіздкими й менш наочними. Це пов’язано з різними концепціями і організацією цих двох пакетів. wxMAXIMA побудована на основі мови  LISP й не дуже добре пристосована для виконання чисельних розрахунків, але її можливості для символьних розрахунків є більш високими, ніж у MathCAD.

Протокол 4.1
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4.2 Метод розкладання в ряд Тейлора-Маклорена


На практиці найчастіше для вирішення задач інтегрування використовується чисельне інтегрування. Його доводиться влучати, як модуль, до складу комп’ютерних програм рішення багатьох прикладних задач у різних галузях науки та техніки. У цьому розділі будуть розглянуті загальні підходи до чисельного інтегрування.

Для наближених обчислень визначених інтегралів використовують 2 типи методів:


а) розкладання функції в ряд Тейлора-Маклорена з наступним інтегруванням поліному що одержаний,


б) використання наближених формул.


Перший з цих методів використовується на практиці для комп’ютерних розрахунків спеціальних функцій. Другий – для розв’язання широкого кола задач інтегрування.


Приклад 4.2


Побудувати таблицю значень і графік функції
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(4.5)

шляхом розкладання у ряд з точністю до 10-6

Розв’язання


Шляхом прямих розрахунків можна показати, що її розклад до ряду Тейлора-Маклорена має вид:
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(4.6)


Проводимо інтегрування поліному(4.6):
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(4.7)


Для укладання комп’ютерної програми розрахунків суми нескінченного збіжного ряду (4.7) одержимо рекурентну формулу для зв’язку двох сусідніх членів ряду:
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(4.8)


звідси:
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(4.9)


Перший член ряду (4.7): 
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. Звідси одержуємо алгоритм для розрахунків суми ряду із заданою точністю ( при конкретних значеннях х:


а) задаємо значення х; точність  (;

б) присвоюємо а=х; k=1початкове значення суми S=а

в) розраховуємо а1 по формулі (4.9);

г) дорвемо до суми: S=S+a1, присвоюємо k=k+

г) перевіряємо умови кінця розрахунків: abs(a1)< (


1) якщо виконується – кінець розрахунків і друк S;


2) якщо ні – присвоюємо а=а1 і повертаємось на крок в)

Скрипт Scilab для проведення розрахунків наведений в лістингу 4.2 

Лістинг 4.2

function y=Sum(x)

  eps=1e-8

  a=x;

  a1=1;

  s=a;

  k=1;

  while abs(a1)>eps

    a1=-a.*(2*k-1).*x^2/k./(2*k+1);

    a=a1;

    s=s+a1;

    k=k+1;

end  

y=s

endfunction

for i=1:11

  x(i)=0.5*(i-1);

  y(i)=Sum(x(i));

end
disp(‘   x        y’)
[x,y]


У підпрограмі розраховується інтеграл у заданої точці. Цикл з переадресуванням організовано за допомогою конструкції while – end.


В основної програмі відбувається генерація значень х, розрахунок у, друк таблиці. Результати розрахунків наведені у протоколі 4.2 

Протокол 4.2

   x         y

 ans  =

    0.     0.

    0.5    0.4612810

    1.     0.7468241

    1.5    0.8561884

    2.     0.8820814

    2.5    0.8858663

    3.     0.8862073

    3.5    0.8862263

    4.     0.8862269

    4.5    0.8862269

    5.     0.8862270   


Розглянутий підхід має свої позитивні й негативні риси. З одного боку оскільки для кожної функції підбирається свій оптимальний за збіжністю ряд – процес швидко збігається і вимагає відносно невеликої кількості розрахунків. З іншого боку цей підхід вимагає значної аналітичної роботи, що попереджає складанню комп’ютерної програми. Тому його використовують основному для виконання розрахунків спеціальних функцій де такі розклади дуже добре вивчені. Для виконання масових розрахунків частіше використовується метод, що заснований на наближених, так званих квадратурних формулах.

4.3 Загальні методи побудови квадратурних формул


Нагадаємо, що визначеним інтегралом функції f(x), узятому в інтервалі від a до b, називається межа, до якої прагне інтегральна сума:
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(4.10)

при прагненні всіх проміжків ∆xi до нуля:
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(4.11)


4.3.2 Геометричний зміст: визначений інтеграл - площа під кривій y = f(x) на відрізку[a,b]. На рис. 4.5 це - заштрихована область.
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Рисунок 4.5 – Геометричний зміст визначеного інтеграла

При наближеному обчисленні визначеного інтеграла крок інтегрування h=∆x вибирається кінцевим:
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(4.12)


де Ii - елемент інтегральної суми. 


4.3.4 Заміняючи підінтегральну функцію на кожному кроці відрізками ліній нульового, першого й другого порядків, одержуємо наближені формули для обчислення інтеграла відповідно, методами: 


а) середніх прямокутників; 


б) трапецій;


в)  Сімпсона.


Формули для обчислення інтегралів називають квадратурними формулами. Для підвищення їхньої точності:

· відрізок інтегрування розділяють на ряд часткових інтервалів, 

· усередині кожного з яких розраховують площу (інтеграл), 

· загальний інтеграл знаходять підсумовуванням. 

4.4 Метод середніх прямокутників


Розіб'ємо відрізок [a,b] на n частин. Будемо вважати, що довжини всіх частин однакові. Одержуємо серію відрізків [xi,xi+1] ( [a,b] довжиною:
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(4.13) 


Позначимо середини кожного відрізка:
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(4.14)

і побудуємо на кінцях кожного із часткових відрізків прямокутники, верхні сторони яких проходять через середини цих відрізків (рис. 4.6)


Площа довільного і-го прямокутника дорівнює:

Si = h(f(
[image: image923.wmf]2
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(4.15)


Інтеграл приблизно дорівнює сумі площ кожного із цих "середніх" прямокутників
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Рисунок 4.6 – Метод середніх прямокутників
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(4.16)


Формула (4.16) називається квадратурною формулою середніх прямокутників. Показано, що погрішність цієї формули для двічі диференційованої функції пропорційна h2 , тобто , зі збільшенням кількості кроків (і відповідно, зменшення розміру кроку h) точність зростає за квадратичним законом


Загальний прийом встановлення досягнення необхідної точності при інтегруванні в практичних розрахунках: 


а) Проводять процедуру інтегрування з n кроками, розраховують значення інтеграла S1.


б) Збільшують кількість кроків в 2 рази й знову проводять інтегрування, одержують значення S2.


в) Перевіряють умову :

|S2 - S1| < (,




 (4.17)


де   ( > 0 - мале позитивне число, що обрано як  міра точності.

· Якщо нерівність (4.17) виконується - необхідна точність досягнута, кінець обчислень.

· Якщо нерівність (4.17) не виконується - кількість кроків збільшується у 2 рази й знову відбуваються обчислення й перевірка (повернення на крок б) з попередньою заміною: S1 = S2)
4.5 Формула трапецій


Виконаємо наступні дії:


а) розіб'ємо відрізок інтегрування [a,b] на n частин однакового розміру з відстанню між сусідніми точками 
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б)  розрахуємо значення підінтегральної функції в точках розбивки: y0 = f(x0 = a), y1 = f(x1), …, yn=f(xn);


в) з'єднаємо точки у0,..,yn  ламаною лінією. Одержимо багатокутник, що наближає область під кривою (рис 4.7, заштрихована область).  Площа цього багатокутника приблизно дорівнює шуканому інтегралу;

г) цій багатокутник можна розглядати, як сукупність трапецій однакової висоти, з'єднаних загальними основами (рис. 4.7). У цих трапеціях: 

· основами є відрізки  [0;yi], 

· висотами є відрізки [xi,xi+1]=h


Площа багатокутника дорівнює сумі площ трапецій: 
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(4.18)


Оскільки у загальній сумі, що складає площу: 

· складові 
[image: image928.wmf]2
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для i = 1,…,n-1 зустрічаються два рази, 

· складові 
[image: image929.wmf]2
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 зустрічаються  по одному разу, 

формула (4.18) здобуває свій кінцевий вид, наведений вище. 


Формула (4.18 ) носить назву формули трапецій. Вона широко використовується в чисельному інтегруванні. Теоретично доведено, що погрішність для підінтегральної функції, що двічі здиференційована на [а,b], є пропорційною h2.
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Рисунок 4.7 – Метод трапецій


Приклад 4.3


Методом комп’ютерного моделювання встановити закон, за яким змінюється погрішність розрахунку методом трапецій інтегралу (4.19) в залежності від кроку h
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(4.19)


Точне значення інтегралу S = exp(1)-1


Розв’язання


Для моделювання складаємо скрипт Scilab (лістинг 4.3)


Лістинг 4.3

//Підпрограма для розрахунків підінтегральної функції

function y=fi(x)

y=exp(x)

endfunction

// початок 

n=2;// кількість інтервалів

a=0;// нижня границя інтегрування

b=1;// верхня границя інтегрування

h=(b-a)/n;//крок інтегрування

s=(fi(a)+fi(b))/2

for i=1:n-1;// цикл розрахунків суми

  x=a+h*i;

  s=s+fi(x);

end

s=s*h ;//інтеграл

s

h

f=exp(1)-1;// точне значення інтегралу

d=abs(f-s)// погрішність розрахунків


Порядок виконання розрахункова:

а) користуючись скриптом, проводимо серію розрахунків, змінюючи кількість інтервалів n від 2 до 128. Дані (величини h і погрішності d) заносимо в таблицю (рис. 4.8),

б) розраховуємо логарифми величин, будуємо графік залежності ln(h) і ln(d), аналізуємо його (рис. 4.8)
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Рисунок 4.8 – Моделювання залежності погрішності від кроку інтегрування (до прикладу 4.3)


Як випливає з графіку (рис. 4.8), залежність ln(d) від ln(h) є лінійною і, після округлення, має вид:

ln(d)= - 1,945+2∙ln(h). 



(4.20)


Після потенціювання:
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(4.21)

Тобто, дійсне, погрішність інтегрування методом трапецій є пропорційною квадрату від кроку інтегрування.


Принципово, вимога постійності кроку інтегрування не є обов’язковою, і формулу (4.18) легко перетворити до випадку різних h. При цьому, однак, користування комп’ютерною програмою становиться незручним внаслідок необхідності уведення великої кількості кроків. Тому цій прийом використовують рідко. 


В середовищі Scilab інтегрування методом трапецій можна виконувати за допомогою функції inttrap(x,y). Для користування цей функцією необхідно попереднє створити масиви точок х і у(х).

Приклад 4.4


За допомогою функції inttrap(x,y), розрахувати інтеграл:
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(4.22)


Розв’язання


Задаємо точність розрахунків ( = 10-6.Скрипт для розрахунків наведено в лістингі 4.4. У скрипті в циклі з переадресацією відбуваються розрахунки інтегралу при різних кроках доти, доки різниця між двома послідовними значеннями s, що одержані при зростанні кількості кроків у 2 рази, не стане меншою за (.

Листінг 4.4

a=1;

b=5;

n=10;

s1=0;

s=1;

while abs(s1-s)>1e-6

  s1=s;

  h=(b-a)/n;

  x=a:h:b;

  y=(x.^2+1)./(x.^2+2*x+1);

  s=inttrap(x,y);

  n,s

  n=2*n;

end


З результатів розрахунків, що наведені у табл. 4.1, випливає, що при кількості кроків 320 і 160 різниці в інтегралах, що розраховані, не перевищує 10-6.. Звідси шукане значення інтегралу складає 2,469442.

Таблиця 4.1 – Розрахунок інтегралу (4.22) при різній кількості кроків n
	n
	s

	10
	2,4699101

	20
	2,4695639

	40
	2,4694728

	80
	2,4694498

	160
	2,469444

	320
	2,4694426

	640
	2,4694422


4.6 Метод Симпсона


Виконаємо наступні дії:


а) розіб'ємо інтервал інтегрування [a;b] на 2n частин однакової довжини h =
[image: image935.wmf]n
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;

б) на кожному відрізку [xі;xі+2] довжиною 2h замінимо функцію f(x) квадратичною параболою:
((х) = а0 + а1х + a2x2,



(4.23)

що інтерполює  f(x) у вузлах xi,xi+1,xi+2;


в) можна довести, що для відрізку [xi;xi+2]:
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г) підсумовуючи  формули (4.24) для всіх відрізків, що складають відрізок інтегрування [a,b], одержимо:
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)

x

(

f

)]

x

(

f

...

)

x

(

f

)

x

(

f

[

2

n

2

2

n

2

4

2

+

+

+

+

×

+

-



(4.25)


Формула (4.25) має назву  формули Сімпсона. Вона є точною для підінтегральної функції, що є поліномом третього ступеня. Для довільної функції f(x), що має на [a,b] неперервну похідну четвертого порядку, погрішність пропорційна h4. Це свідчить, що метод Сімпсона є більше точним у порівнянні з методами трапецій і середніх прямокутників.


Приклад 4.5


За допомогою пакету wxMAXIMA вивести формулу (4.24)


Розв’язання


Запишемо інтерполяційне рівняння (4.23) у формі поліному Лагранжа 2-го ступеня:
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(4.26)


У (4.26) позначено: х0 = хі, х1 = хі+1=x0+h, х2=хі+2=x0+2h, yj = f(xj) (j = 0,1,2).


Подальший хід розв’язання наведено у скрипті (лістинг 4.5) і протоколі 4.5 його виконання.


Лістинг 4.5

x1:x0+h;

x2:x0+2*h;

define(f1(x),(x-x1)*(x-x2)/((x0-x1)*(x0-x2))*y0);

define(f2(x),(x-x0)*(x-x2)/((x1-x0)*(x1-x2))*y1);

define(f3(x),(x-x0)*(x-x1)/((x2-x0)*(x2-x1))*y2);

define (f(x), f1(x)+f2(x)+f3(x));

s:integrate(f(x),x,x0,x0+2*h);

factor(radcan(s));

Структура скрипту:

· у рядках 1 і 2 визначають змінні х1, х2 через х0;
· у рядках 3-5 визначають функції – складові поліному Лагранжа (4.26);

· у рядку 6 визначають поліном Лагранжа;

· у рядку 7 відбувається інтегрування поліному Лагранжа (результат наведено у рядку (%о7) протоколу);

· у рядку 8 відбувається спрощення й факторизація (уявлення у виді добутку) результатів інтегрування. 


Як випливає з результату (рядок (%о8) протоколу 4.5), одержана формула з точністю до позначень збігається з (4.24).


Цей приклад демонструє можливості пакету wxMAXIMA для полегшення суто математичної праці – виконання складних і громіздких аналітичних обчислень, пов’язаних із виведенням корисних формул.


Метод Сімпсона використовується в середовищі Scilab за допомогою функції:
[I,err]=intg(a, b, name [,er1 [,er2]]),


де І – величина шуканого інтегралу,


err – погрішність розрахунків,


a,b – нижня й верхня границі інтегрування,


name – ім’я підінтегральної функції, яка може бути:
· зовнішньою функцією,

· таблицею значень функції в точках;


er1, er2 – абсолютна та відносна погрішність розрахунків (необов’язкові параметри)


У функції intg() відбувається автоматичний контроль точності й підбір кількості кроків. За мовчки точність вважається на рівні 10-12.

Протокол 4.5
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Приклад 4.6


Користуючись функцією intg(), розрахувати 
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(4.27)

Розв’язання


Графік функції (4.27) наведено на рис. 4.9
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Рисунок 4.9 – Графік функції (4.27)


Скрипт для проведення розрахунків наведено в лістингу 4.6.


Лістинг 4.6

function y=fi(x)

  if x<=1

    y=exp(x-1)

  else

    y=1/x

  end

endfunction

[s,err]=intg(0,5,fi)

s1=intg(0,1,fi)

s2=intg(1,5,fi)

summa=s1+s2


У скрипті передбачено:

· розрахунок значень функції (4.27) у зовнішній підпрограмі,

· розрахунок інтегралу по усій області інтегрування (s),

· розрахунок інтегралів s1, s2 на відрізках [0;1] і [1;5] та їх суми


Результати розрахунків наведені у протоколі 4.6


Протокол 4.6

err  =

    7.041D-09

 s  =

    2.2415585

 err  =

    7.041D-09

 s  =

    2.2415585

 s1  =

    0.6321206

 err  =

    7.041D-09

 s  =

    2.2415585

 s1  =

    0.6321206

 s2  =

    1.6094379

 summa  =

    2.2415585

Як випливає з результатів розрахунків, інтеграл з усій області інтегрування дорівнює сумі інтегралів, тобто, розрахунки проведені вірно.
4.7 Збіжність квадратурних формул. Оцінка погрішності за правилом Рунге


Формула прямокутників (4.16) приблизно виражає визначений інтеграл через інтегральну суму при рівномірній розбивці відрізка [а;b] на частині із кроком h. Формула трапецій (4.18) також є інтегральною сумою для функції f(х), якщо відрізок [а;b] розбити на частині:
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(4.28)

4.7.2 Формула Сімпсона (4.25) є лінійною комбінацією формул прямокутників і трапецій:
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(4.29)


де І1,І2,І3 – наближені значення інтегралу 
[image: image946.wmf]ò
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, що одержані, відповідно, по формулам прямокутників, трапецій і Сімпсона. 


Внаслідок цього для будь-якої функції f(x), неперервної на [a,b], наближені значення інтегралу, що одержані трьома описаними методами, прагнуть до точного значення при h(0.

Оцінки погрішностей зазначених квадратурних формул дозволяють зробити такі висновки:


а) для досить гладкої функції f(х) більш точною є квадратурна формула Сімпсона;


б) Для недостатньо гладкої функції доцільніше застосовувати найбільш просту квадратурну формулу, наприклад прямокутників, що вимагає мінімального обсягу обчислень.

Оцінка погрішності залишкових членів квадратурних формул вимагає знання оцінок похідних високого порядку від підінтегральних функцій і тому часто виявляється малоефективною через труднощі, що пов’язані з одержанням таких оцінок. Тому на практиці часто користуються при оцінці погрішності прийомом, запропонованим Рунге:

а) позначимо:



- через І точне значення інтегралу 
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- через Іh наближене значення інтегралу, розраховане за допомогою квадратурних формул з кроком h;

- через Іh/2 наближене значення інтегралу, розраховане за допомогою квадратурних формул з кроком h/2;

б) залишковий член кожної квадратурної формули із кроком h і  h/2 можна записати відповідно у вигляді:
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де k - порядок точності формули; 


М- добуток постійної на похідну f(k)((),


( - деяка точка всередині відрізку [a,b];

в) обчислимо наближене значення інтеграла по однієї й тій же квадратурній формулі спочатку із кроком h, а потім із кроком h /2. Одержимо:
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г) віднімемо ці рівності:
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д) одержимо оцінку погрішності по методу Рунге:
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(4.33)


Користуючись формулою (4.33), можна уточнити наближене значення інтегралу, додав до інтегралу оцінку погрішності:
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Вираз (4.33) називають формулою екстраполяції по Річардсону1).


Порядок точності методів прямокутників і трапецій складає k = 2, а метода Сімпсона: k=4. Звідси одержуємо наближену уцінку погрішності по методу Рунге для формул середніх прямокутників і трапецій:
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і для формули Сімпсона:
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Прийом багаторазового зменшення кроку й оцінки погрішності (4.29) можна запрограмувати й одержати алгоритм автоматичного вибору кроку h для наближеного обчислення інтеграла із заданою точністю.
4.8 Чисельний розрахунок невласних інтегралів


У практичній роботі нерідко виникає необхідність чисельних розрахунків невласних інтегралів, у першу чергу – з нескінченними границями. При цьому, якщо інтеграл збігається, те підінтегральна функція повинна мати нульові границі при нескінченному зростанні або зменшенні аргументу. 


Принциповий підхід до розрахунків невласних інтегралів полягає у виконанні інтегрування із зростаючими границями інтегрування. Але при цьому виникає проблема зростання кількості кроків.


На рис. 4.10 на прикладі залежності y=exp(-x2/2) наведено типовий графік підінтегральної функції для невласного інтегралу, що збігається. На залежностях такого типу можна умовно виділити  області сильних змін і області слабих змін. Тоді при виконанні інтегрування достатньо в області сильних змін підібрати достатній крок інтегрування, а в області слабих змін можна використовувати значно більші кроки. При цьому відбуваються зміни верхньої  та нижньої границь

[image: image955.png]




Рисунок 4.10 – Графік залежності y = exp(-x2/2).  1 – область сильних змін, 2 – область слабих змін. 


Приклад 4.7


Розрахувати чисельно невласний інтеграл Пуассона:
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Розв’язання


Скрипт для виконання розрахунків наведено у лістингі 4.7. 


У скрипті передбачено:

· визначення підінтегральної функції, як зовнішньої, 

· завдання постійних границь с1 і с2;

· завдання змінних верхньої та нижньої границь інтегралу а і b;

· виконання інтегрування  в інтервалах: [a,c1], [c1,c2], [c2,b];

· розрахунок інтегралу як суми інтегралів по трьох інтервалах.

Лістинг 4.7

function y=fi(x)

  y=exp(-x^2/2)

endfunction

a=-10

b=10

c1=-3

c2=3

[s1,err]=intg(c1,c2,fi)

[s2,err]=intg(a,c1,fi)

[s3,err]=intg(c2,b,fi)

s=s1+s2+s3


В результаті зміни границь від -10 до 10 і від -20 до 20 одержали одно й то ж значення інтегралу s=2.5066283. Це свідчить про швидку збіжність інтегралу. Точне значення інтегралу Пуассона складає: 
[image: image957.wmf]p

×

2

=2,5066283. Тобто розглянутий алгоритм дозволяє одержати значення інтегралу Пуассона з точністю до 10-7.

4.9 Кубатурні формули і проблема розрахунків кратних інтегралів


Кубатурні формули або формули чисельних кубатур використовуються для чисельного обчислення двократних інтегралів.


Одним з найпростіших шляхів для одержання формул для наближеного обчислення двократних інтегралів є повторне застосування формул інтегрування для однократних інтегралів. Проілюструємо це на прикладі обчислення двократного інтегралу: 
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де область ( - прямокутник {a≤x1≤b, c≤x2≤d}.


Інтеграл (4.38) можна записати у виді:
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Використаємо формулу Сімпсона у трьох точках: а, (а+b)/2, b для обчислення зовнішнього інтеграла:


[image: image960.wmf]1

d

c

d

c

d

c

2

2

2

2

2

2

R

dx

)

x

,

b

(

f

dx

x

,

2

b

a

f

4

dx

)

x

,

a

(

f

6

a

b

I

+

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

×

-

=

ò

ò

ò

,    (4.40)


Кожний з інтегралів всередині  квадратних дужок обчислимо по формулі Сімпсона:
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(4.42)
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(4.43)


Підставимо (4.41)-(4.43) у (4.38), одержимо формулу Сімпсона для прямокутної області:
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Остаточний член цей формули:
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дорівнює нулю, якщо під знаком інтегралу знаходиться свавільний поліном ступенем не вище 3.


Для R  одержано оцінку через значення похідних високого порядку, яке із-зі громіздкості ми не приводимо. 


Якщо область інтегрування не є прямокутною, то можна розбити цю область на часткові області, деякі з яких є прямокутні, а інші – ні (рис. 4.11). При цьому інтеграл наближено буде дорівнювати сумі інтегралів по прямокутним областям, а інтегралами від інших областей (на рис. 4.11 вони заштриховані) зневажаємо. 
[image: image966.png]




Рисунок 4.11 – Розподіл непрямокутної області


Використання комп’ютерних обчислювальних систем, зокрема Scilab, дозволяє реалізувати такий алгоритм розрахунків двократних інтегралів по свавільної зв’язної області D:


а) область ділять по осі ординат на 2n частин однакової висоти hy;


б) через кожну точку розподілу проводять серію прямих, паралельних осі абсцис


в) вздовж кожної прямої проводять інтегрування, наприклад, за допомогою функції intg(), одержують серію значень інтегралів при фіксованих значеннях ординат: І(у0), І(y1), …, I(y2n);


г) до одержаної послідовності використовують будь яку формулу чисельного інтегрування (середніх прямокутників або трапецій або формулу Сімпсона)  і розраховують двократний інтеграл.


Приклад 4.8


Розрахувати двократний інтеграл:
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де область D обмежена колом, що описується рівнянням:
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Дослідити, як оцінка погрішності по Рунге залежить від кількості точок розподілу по у. 


Розв’язання


З рис. 1.12 для ординат області інтегрування: ymin = 2, ymax = 4. Розділимо область інтегрування по осі ординат на k = 2n частин і проведемо прямі, що паралельні осі абсцис (рис. 4.12). З рівняння (4.47) знаходимо на кожній з прямої координати точок, що лежать на границі кола:
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Рисунок 4.12 – Область інтегрування (до прикладу 4.8)
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Далі проводимо інтегрування вздовж усіх n-1 прямих по х при фіксованих yi. У точках з номерами 0 і 2n, за визначенням, інтеграли дорівнюють 0. 

Після цього розраховуємо двократний інтеграл по формулі Сімпсона.


Скрипт для виконання розрахунків наведено у лістингу 4.8


Лістинг 4.8

clear
function z=fi(x,y)//цільова функція
  z=log(x.^2+y.^2)

endfunction
function z=psi(x)// функція від 1 змінної при фіксованих у
  z=fi(x,y)

endfunction 

k=20// кількість точок (змінюється)
a=2;

b=4;

h=(b-a)/k;

I=zeros(k+1,1);

for j=2:k;

  y=a+(j-1)*h;

  c=(1-(y-3).^2)^0.5;

  a1=2-c;

  a2=a+c;

  [I(j),err]=intg(a1,a2,psi);

end  

S=I(1)+I(k+1);

for i = 2:2:k;

  S=S+4*I(i);

end

for i=3:2:k-1;

  S=S+2*I(i);

end

S=S*h/3;

disp('Integral')

S//друк інтегралу

Змінюємо k від 20 до 5120, кожного разу збільшуючи k у 2 рази. Розраховуємо різниці 
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 , логарифми різниць і k, будуємо графік залежності між 
[image: image973.wmf])

І

ln(

D

 і ln(k). Результати наведені на скріншоті (рис. 4.13)
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Рис. 4.13 – Залежність 
[image: image975.wmf])

І

ln(

D

 від ln(k) для прикладу 4.8


З рис. 4.18 можна зробити висновок, що погрішність змінюється пропорційно k у ступені 3/2, тобто, повільніше, шіж «одновимірний» метод Сімпсона.  Значення інтегралу з 3-ма вірними знаками: 8,058.
4.9 Розрахунок кратних інтегралів методом Монте-Карло


Як випливає з розділу 4.8, вже у випадку двократних інтегралів кубатурні формули і розрахунки становляться громіздкими. У випадку трьох- і більше кратних інтегралів ця проблема ще більш усугубляється. 


У разі, коли треба розрахувати кратний інтеграл з невисокою точність, можна скористуватися методом Монте-Карло, на основі якого можна побудувати універсальний і компактний алгоритм.


Метод Монте-Карло можна використовувати для кратних інтегралів виду:
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де G – свавільна область в n-вимірному просторі. Як відомо з курсу математичного аналізу, будь-який кратний інтеграл можна привести до виду (4.41).


В алгоритмі методу:


а) область інтегрування поміщають у прямокутну область D, так, що  G
[image: image977.wmf]Ì

D; 

б) генерують велику кількість (Nw) випадкових чисел, які є рівномірно розподілені в середині області D;


в) підраховують  Np - кількість випадкових чисел, що опинилася всередині області G;

г) відношення 
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вказує наближено (асимптотичне вірно), яку частку від багатовимірного об’єму VD області D складає область G. Оскільки багатовимірний об’єм області G – суть шукане значення інтегралу то:
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(4.52)

Співвідношення (4.43) виконується тім точніше, чим більше випадкових випробувань проведено. Але точність пропорційна кореню квадратному від числа випробувань, тобто для збільшення точності у 10 разів треба збільшити кількість випробувань в 100 разів. Тому метод не забезпечує дуже високої точності, але, як правило, достатній для практики точності вдається досягнути навіть для задач великої розмірності (з декількома десятками змінних).


Приклад 4.9


Розрахувати об’єм еліпсоїду, що описується рівнянням:
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(4.53)


Ця задача є еквівалентної обчисленню трьохвимірного інтегралу  (4.50), де область G:

G: 
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(4.54)


Розв’язання 


а) розрахуємо параметри прямокутної області D. Очевидно, її розміри визначаються піввісями еліпсоїда, які, відповідно, дорівнюють 1,1/2 і 1/3. Тоді розміри складуть:


- по осі х1 – від -1 до 1


- по осі х2 – від -0,5 до 0,5


- по осі х3 – від -1/3 до 1/3


б) Скрипт для проведення розрахунков наведено в лістингі 4.9


Лістинг 4.9

NW = 100000

NP = 0;

a(1) = -1;

b(1) = 1;

a(2) = -0.5;

b(2) = 0.5;

a(3) = -1 / 3;

b(3) = 1 / 3;

for i = 1:NW

  for j = 1:3

      x(j) = a(j) + (b(j) - a(j)) * rand();

  end

  s = x(1) ^ 2 + 4 * x(2) ^ 2 + 9 * x(3) ^ 2;

  if s <= 1 

    NP = NP + 1;

  end

end

V_D = 1;

for i = 1:3

   V_D = V_D * (b(i) - a(i));

end

VG = V_D * NP / NW

в) результати розрахунків при кількості випробувань 10000 і 1000000 наведені у таблиці 4.2


Таблиця 4.2 – Результати інтегрування методом Монте-Карло у 10 паралельних випробуваннях при NW=10000 і NW=1000000 , середні значення і середньоквадратичні відхилення (СКВ)

	і
	NW=1000000
NW=10000

	NW=1000000

	1
	0,68947
	0,696361

	2
	0,69653
	0,697996

	3
	0,70453
	0,698533

	4
	0,70013
	0,698329

	5
	0,69067
	0,697503

	6
	0,6852
	0,697663

	7
	0,6964
	0,697681

	8
	0,70707
	0,698909

	9
	0,69853
	0,698876

	10
	0,69907
	0,698619

	Середнє
	0,69676
	0,698047

	CKВ
	0,00675
	0,000781



З наведених результатів випливає:


а) результати розрахунків стійки: середні значенні при кількості випробувань 10000 і 1000000 відрізняються незначне,


б) точність у паралельних розрахунках є достатньо високою, але для кількості випробувань 100000 похибка суттєво нижче, ніж при NW=10000.


Точне значення об’єму еліпсоїду, розраховане за формулою:
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при заданих значеннях піввісей складає  0,698132, тобто, різниця – тільки у 4-му знаку.

Контрольні запитання


1 Які є випадки аналітичного інтегрування в середовищі пакету MathCAD?


2 Які методи наближених обчислень інтегралів використовують на практиці?


3 Описати алгоритм одержання рекурентних формул для наближеного інтегрування


4 Чому при розкладанні в ряд Тейлора для розрахунків інтегралів необхідно користуватися рекурентними формулами?


5 Надати визначення поняття «визначений інтеграл». У чому полягає його геометричний зміст?


6 Що називають квадратурними формулами? Як можна підвищити їх точність?


7 Вивести  формулу середніх прямокутників


8 При інтегрування методом середніх прямокутників збільшили кількість кроків у 3  рази. У кілька разів зміниться погрішність інтегрування?


9 Алгоритм методу середніх прямокутників


10 Вивести  формулу трапецій


11 При інтегрування методом трапецій збільшили кількість кроків у 4  рази. У кілька разів зміниться погрішність інтегрування?


12 Алгоритм методу трапецій


13 Які припущення покладені до основи методу Сімпсона?


14 Записати формулу Сімпсона. Як можна її вивісти за допомогою пакету wxMAXIMA?

15 При інтегрування методом Сімпсона збільшили кількість кроків у 3  рази. У кілька разів зміниться погрішність інтегрування?


16 Сутність методу Рунге для оцінки погрішності інтегрування


17 Алгоритм одержання оцінки погрішності методом Рунге


18 Сутність методу екстраполяції Річардсона


19 Який порядок точності у методів середніх прямокутників, трапецій і Сімпсона?


20 Як можна шляхом комп’ютерного моделювання встановити точність того чи іншого методу інтегрування?


21 Для чого використовують кубатурні формули?


22 Сутність методу повторного застосування формул інтегрування.


23 Схема виведення формули Сімпсона для розрахунків подвійного інтегралу методом повторного застосування інтегрування у прямокутної області


24 Як можна розрахувати подвійний інтеграл для області, що не є прямокутною?


25 Алгоритм методу Монте-Карло для обчислення кратних інтегралів


26 Кількість випробувань методу Монте-Карло збільшити у 4 рази. Як зміниться точність розрахунків інтегралу?


27 Що може бути прийнято за міру точності розрахунків кратних інтегралів методом Монте-Карло?
Тема 5. ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ДИФЕРЕНЦІЙНИХ РІВНЯНЬ

5.1 Основні визначення. Задача Коші


Нагадаємо, що диференціальним рівнянням першого порядку називається співвідношення  виду:
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(5.1)


де у – невідома функція від х.



Надалі  будемо вважати, що рівняння (5.1) розв’язано відносно похідній і має вигляд:
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 (5.2)


Диференціальні рівняння з однієї незалежної змінної називаються звичайними диференціальними рівняннями (ЗДР).


Розв’язком диференціального рівняння називається функція у(х), що, будучи підставлена в рівняння обертає його в тотожність. 


Загальний розв’язок диференціального рівняння визначено з точністю до довільної постійної. 


Рішення диференціального рівняння, що проходить через задану точку (х0,у0), називається частковим розв’язком.


Справедлива наступна теорема: якщо в рівнянні (7.5) функція f(x,y)та її частинна похідна по у є неперервними в деякій області D на площині OXY, що містить деяку точку (х0,у0), то існує єдиний розв’язок  цього рівняння у = ((х) , що задовольняє умовам:

y=y0  при х = х0. 



(5.3)


де M0(x0;y0) ( D;


D = {(x,y)|x0 ≤ x ≤ x0+ℓ, |y-y0| ≤ a} – обмежена область значень х і у.

5.1.6 Умови (5.3) називаються початковими умовами, а задачу знаходження рішення рівняння (5.2), тобто функції, що задовольняє умовам (5.3) називаються задачею Коші.

Функція, що є частковим рішенням диференціального рівняння, називається інтегральною кривою, а процес знаходження розв’язку - інтегруванням диференціального рівняння.

Геометрична трактовка: графік часткового рішення у=у(х) є інтегральною кривою, що проходить через точку М0(х0,у0), яка задана в області D. 

Відомо, що рішення задачі Коши на відрізку [x0;x0+h]:

· існує;

· є єдиним,

якщо функція f(x,y) водночас:

· є неперервною в області D;

· у цій області задовольняє умові Ліпшиця:

|f(x,y1) – f(x,y2)| ≤ N(|y1-y2|,


 (5.4)


де N – константа Ліпшиця,
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Для одержання розв’язків звичайних диференціальних рівнянь використовують наступні методи:


а) точний аналітичний розв’язок – коли рішення одержують у виді точної аналітичної залежності за допомогою методів математичного аналізу;


б) наближений аналітичний розв’язок – коли рішення одержують у вигляді наближеної аналітичної залежності;


в) чисельний розв’язок – коли рішення одержують у вигляді табличної залежності y від х.

В наступних підрозділах будуть розглянути методи отримання табличних і чисельних розв’язків ЗДУ за допомогою сучасних комп’ютерних технологій.

5.2 Комп’ютерне аналітичне інтегрування ЗДУ


Сучасні комп’ютерні системи дозволяють одержувати аналітичні розв’язки звичайних диференціальних рівнянь (безумовно, у тих випадках, коли рівняння є таким, що інтегрується у квадратурах). Це є великою підмогою для фахівців у розв’язанні прикладних задач, що пов’язані з розв’язанням ЗДУ.


У системі wxMAXIMA можна аналітично розв’язувати:

· рівняння першого ступеня,

· рівняння 2-го ступеня

· системи ЗДУ 1 та 2 ступеня

Для одержання розв’язків ЗДУ використовуються 2 функції: desolve() I ode2().


Функція desolve() (від слів differential equation solve розв’язання диференціальних рівнянь) дозволяє знайти частковий розв’язок лінійних диференціальних рівнянь та їх систем. Ця функція містить 2 аргументи:

· перший аргумент – рівняння або список рівнянь,

· другий аргумент – змінна або список змінних.


Перед використанням цей функції необхідно:


1) задати рівняння у виді:

· для першої похідної: ‘diff(f(x),x) = <права частина>

· для другої похідної: ‘diff(f(x),x,2) = <права частина>

2) задати початкові умови за допомогою функції atvalue(f(x), x=a,b). Для рівнянь 2-го порядку початкове значення похідної задається у виді:
atvalue(‘diff(f(x),x), x=a,b),


де а – початкове значення х, b – початкове значення шуканої функції при х = а


Характерні особливості: похідні в рівняннях слід записувати з обов’язковим показом  аргументу у функціях, тобто, 'diff(f(x),x), а не просто  'diff(f, x), або f(x) а не просто f.


Друга функція з цей групи називається ode2 й призначається для розв’язання звичайних диференціальних рівнянь першого або другого порядку (знаходження загального розв’язку). Її назва призведена з англійського виразу  "ordinary differential equations of 1st or 2nd order» (звичайні диференціальні рівняння 1 та 2-го ступеня). Структура функції:


Ode2(рівняння, залежна змінна, незалежна змінна)


Свавільна константа в загальному розв’язку рівняння 1-го ступеня позначається через %с. У розв’язку  рівняння 2-го ступеня таких констант – дві, вони позначаються, як %k1 і %k2.

Для одержання часткових рішень додатково задаються початкові або граничні умови.


Початкові умови для рівняння 1-го порядку задаються за допомогою функції^

іc1(z, x=a, y=b),

де z – ім’я функції – диференціального рівняння.


Початкові умови для рівняння 2-го порядку задаються функцією:
іc2(, ‘diff(y,x)=d)


Для рівнянь 2-го ступеня можна задавати граничні умови – значення функції у 2-х точках (див. 5.4). Для цього використовується функція:

bc2(z,x=a,y=b,x=p,y=q)


Приклад 5.1 


Розв’язати систему рівнянь:
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(5.5)


Розв’язання


Для розв’язання використовуємо функцію desolve. Текст скрипта wxMAXIMA для розв’язання задачі наведено в лістингі 5.1. Результати розрахунків наведені у протоколі 5.1. У останньому рядку наведено результати перевірки шляхом диференціювання 


Лістинг 5.1 

z:['diff(f(x),x)= f(x)-(2*g(x)+x), 'diff(g(x),x)=-f(x)+g(x)];
atvalue(f(x),x=0,1);
atvalue(g(x),x=0,2);
desolve(z,[f(x),g(x)]);


Протокол 5.1
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Приклад 5.2


Для диференціального рівняння:
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(5.6)

знайти:

· загальний розв’язок,

· розв’язок задачі Коші при початкових умовах: у(0)=ln(4), y’(0)=3∙(1-ln(2))
· розв’язок крайової задачі при у(0)=ln(4), у(1)=2

Розв’язання

Для розв’язання використовуємо функцію ode2(), разом з функціями іс2 й bc2. Розрахунки проводимо у безпосередньому режимі, шляхом послідовного уведення у командний рядок операторів та їх виконання. Результати виконання наведені у протоколі 5.2. 


У протоколі 5.2 у рядку %о3 був одержаний розв’язок, який є громіздким, але, судячи по вигляду, його можна спростити. Спрощення виконано у рядку %і4, шляхом виконання функції radcan(%) (за допомогою кнопки «спростити (рац)» на панелі інструментів). Останній рядок, розв’язок крайової задачі, має вид:
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Протокол 5.2
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5.3 Одержання наближених числових розв’язків. Метод Пікара


Для багатьох задач моделювання у природничих і технічних науках часто виникає необхідність отримати аналітичне рішення ЗДР при заданих початкових умовах. Оскільки точний розв’язок  задачі Коші є можливим у обмеженої кількості випадків, для знаходження часткового розв’язку використовують наближені методи. Нижче будуть розглянуті 3 найбільш популярні методи: метод Пікара (метод ітерацій), метод розкладання у ряд і метод малого параметру.


Розглянемо ЗДУ 1-го порядку 
[image: image992.wmf])
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  з заданими початковими умовами y=y0  при х = х0. Використаємо наступні дії:

а) візьмемо інтеграли від обох частин диференціального рівняння:
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б) звідси:
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(5.8)


Рівняння (5.8) є основою для методу послідовних наближень (ітерацій), аналогічного методу простих ітерацій Якобі для розв’язання алгебраїчних рівнянь:


а) обираємо за нульове наближення деяку функцію у0(х);


б) підставляємо її у (5.7), отримуємо перше наближення:
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в) підставимо перше наближення у (5.8), одержимо друге наближення, і т.д. Отримуємо ітераційний процес:


[image: image996.wmf]ò

+

=

+

x

x

k

0

1

k

0

ds

))

s

(

y

,

s

(

f

y

)

x

(

y

 (k = 0,1,2,…) 

(5.10)


Можна довести: якщо ітераційний процес (5.10) збігається (тобто, із зростанням k  послідовні наближення прагнуть до деякої граничної функції), то вона є рішенням диференціального рівняння (5.2). Даний ітераційний процес носить ім’я Ш. Пікара


Проблемним у методі є вибір початкового наближення.  Як завжди в ітераційних методах, чим ближче початкове наближення до рішення, тім краще воно буде збігатися до нього. Але інформація про таке рішення буває наявна рідко. На практиці,  якщо про рішення нічого невідомо, за початкове наближення обирають функцію у = у0. 


Позитивною властивістю методу ітерацій Пікара є збіжність для усіх х, що знаходяться поблизу для початкового наближення. Це пов’язано з тим, що  при розрахунках наступних наближень необхідно інтегрувати попереднє. При послідовному інтегруванні функції у цілому згладжуються, і будь-які погрішності, що пов’язані з вибором нульового наближення , округлення та інших, нівелюються 


Метод Пікара вимагає виконання значного обсягу аналітичних розрахунків. Але сучасні технології з використанням сучасних пакетів символьної та прикладної математики дозволяють автоматизувати ці розрахунки. 


Приклад 5.3. 


За допомогою методу Пікара знайти наближений розв’язок після 5 ітерацій рівняння:
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	ПІКАР ШАРЛЬ ЕМІЛЬ

1856-1941
     Французький математик, член Французької академії . Основні роботи – в галузі теорії диференціальних рівнянь, теорії функцій комплексних змінних, по теорії алгебраїчних функцій та їх застосуванню в загальної теорії кривих і поверхонь





Розв’язання


Неважко бачити, що аналітичний розв’язок рівняння (5.11) при згаданих початкових умовах: у = ехр(-х). Це надає можливості перевірки якості наближеного рішення. 

Розв’язання проведемо у середовищі wxMAXIMA . Скрипт для проведення розрахунків наведено у лістингу 5.3. , а результати – у протоколі 5.3.

Лістинг 5.3

y0(x):=1$ 'y0(x)=y0(x);

y1(x):=1-integrate(y0(x),x,0,x)$ 'y1(x)=y1(x);

y2(x):=1-integrate(y1(x),x,0,x)$ 'y2(x)=y2(x);

y3(x):=1-integrate(y2(x),x,0,x)$ 'y3(x)=y3(x);

y4(x):=1-integrate(y3(x),x,0,x)$ 'y4(x)=y4(x);

y5(x):=1-integrate(y4(x),x,0,x)$'y5(x)=y5(x);

y(x):=exp(-x);

plot2d([y(x),y1(x),y2(x),y3(x),y4(x),y5(x)],[x,0,5],[y,-2,2]);

Протокол 5.3
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До основи розрахунків покладено рекурентну формулу У першому рядку задаємо нульове наближення, що збігається з початковими умовами.  Оператор, що стоїть у першому рядку після значка $, дозволяє друкувати на екрані вираз для y0(x) у «звичайному математичному виді». У наступних рядках послідовно будуємо рекурентні формули для одержання 1,2,…,5 –го наближень. Наведена конструкція дозволяє друкувати формули усіх наближень. У останньому рядку наведено формулу для побудови графіку функцій, що одержані, а також істинного розв’язку у = ехр(-х). Графіки наведено на рис. 5.1.
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Рисунок 5.1 – Графіки справжнього розв’язку і його 1юю5-го наближень по  методу Пікара (до прикладу 5.1)


На основі одержаних наближень розрахуємо значення у в точці х = 1:
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Як випливає з цих  даних, п’яте наближення добре збігається з  експонентою. Це також можна ілюструвати залежністю  у(х)  для різних наближень (рис. 5.1): спостерігається практичне збіжність для кривих y4(x) і y5(х) на дільниці від 0 до 1. 


На подальших дільницях графіків відповідність між справжним розв’язком та його наближеннями погіршується. 
Як випливає з рис. 5.1, до точки х = 2 відповідність між у5(х) і у = ехр(х) можна вважати непоганою. Але при подальшому зростанні аргументу характер поведінки експоненти та її наближення принципово змінюється: експонента прагне до межі, а її наближення починає необмежено зменшуватися. Це свідчить, що:

· будь-яке кінцеве наближення завжди носить обмежений характер, 

· існують області, де це наближення становиться поганим. 


Кінець кінцем властивість абсолютної збіжності має лише розкладання у нескінчений ряд.


Можна показати, що метод ітерацій привів для задачі (5.11)  до розкладання експоненти у = ехр(х) у ряд Тейлора в околі початкової умови х=0. Для цього слід провести необхідні розрахунки, наприклад, скористувавшись символьною функцією taylor  пакету wxMAXIMA:
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Використано за мовчки розкладання в ряд до 8-го члену.


Метод ітерацій Пікара можна використовувати також для розв’язання:

· систем диференціальних рівнянь;

· рівнянь високого порядку. 


При розв’язанні систем рівнянь по черзі в кожне з рівнянь системи підставляються нульові наближення – початкові умови, на їх основі одержують перші наближення, з яких далі одержують наближення високих порядків.


Приклад 5.4 


Методом Пікара одержати наближений розв’язок системи: 
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(5.12)


Розв’язання


а) на нульової ітерації проводимо інтегрування, підставив за нульове наближення початкові рішення:
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(5.14)


б) Далі по черзі підставляємо результати і одержуємо наближення високих порядків.Скрипт для проведення розрахунків до 4-го порядку наближення наведено у лістингі 5.4. Результати розрахунків наведені у протоколі 5.4


Лістинг 5.4

x10(t):=1 $ 'x10(t)=x10(t);
x20(t):=0 $ 'x20(t)=x20(t);
x11(t):=1+integrate((x10(t)-x20(t)),t,0,t)$ 'x11(t)=x11(t);
x21(t):=integrate((x10(t)-x20(t)^2),t,0,t)$'x21(t)=x21(t);
x12(t):=1+integrate((x11(t)-x21(t)),t,0,t)$ 'x11(t)=x12(t);
x22(t):=integrate((x11(t)-x21(t)^2),t,0,t)$'x22(t)=x22(t);
x13(t):=1+integrate((x12(t)-x22(t)),t,0,t)$ 'x13(t)=x13(t);
x23(t):=integrate((x12(t)-x22(t)^2),t,0,t)$'x23(t)=x23(t);

x14(t):=1+integrate((x13(t)-x23(t)),t,0,t)$ 'x14(t)=x14(t);
x24(t):=integrate((x13(t)-x23(t)^2),t,0,t)$'x24(t)=x24(t);

Протокол 5.4

[image: image1011.png](302) x10(t)=1
(204) x20(t)=0
(t08) x1i(t)=t+1
(208) x21(t)=t
(2010) x1i(t)=t+1

(3012) x22(t)=

2e%r1z e
(3014) x13(t)=—————+1

ae”-1a:% 216 4634t 1ma e’ _126e% 252t

(3016) x23(t)=

252

5¢% 207 -35:% 4168 ¢° 1105 ¢* ~a20¢% 12520 ¢
+1

(3018) x14(t)

2520

(5020) x24(t)=- (4576 " -34320 £** + 9240 £ +390390 £ 12 -

253890 £ - 2576574 10 + 930930 £ + 12297285 +° + 1081080 £7 -
37837800 £° - 27243216 +° +79459380 +* + 90810720 +7 - 136216080
+%-272432160 ) /272432160 (4576 t'° 34320 £ + 9240 £ +
390390 £ - 253890 £ 2576574 £'° + 930930 £° + 12297285 £° +
1081080 +7 37837800 +° - 27243216 +° + 79459380 t* + 90810720 £° -

136216080 % -272432160 t ) /272432160





Застосування методу Пікара для розв’язання рівнянь високого порядку базується на їх зведенні до системи рівнянь першого порядку. Наприклад, треба одержати рішення рівняння 2-го порядку:
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Позначимо: 
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 і підставимо у рівняння (5.15). Одержимо систему рівнянь: 


[image: image1014.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

=

=

¢

=

=

+

.

1

)

0

(

y

,

z

dx

dy

;

2

)

0

(

y

)

0

(

z

,

xy

3

yz

2

dx

dz



 (5.16)


Подальше розв’язання  системи методом Пікара відбувається, як описано у прикладі 5.4
5.4 Наближені розв’язки. Розкладання в ряд


Інший наближений спосіб одержання розв’язків ЗДУ заснований на тому, що з диференціального рівняння шляхом диференціювання можна знайти похідні високого порядку у точці х0, тобто коефіцієнти розкладання  у ряд Тейлора. Необхідна кількість членів визначається за допомогою їх послідовного обчислення і порівняння з обраним ступенем точності


Розглянемо загальну процедуру на прикладі отримання розв’язку рівняння:
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а) будемо шукати рішення у вигляді поліному 4-го ступеня:

y = a0 + a1x + a2x2+a3x3+a4x4, 


(5.18)

де коефіцієнти а0...а4  підлягають визначенню.


б) підставимо у (5.24) х = 0 і початкову умову:

y(0)=a0 = 1. 



(5.19)

в) Розрахуємо похідні 1-4 порядку від виразу (5.17) при х = 0:
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Звідси отримуємо наближене рішення:
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(5.24)
що непогано апроксимує дійсне рішення на невеликої відстані від початкового наближення.


Асимптотичне ітераційний метод і метод розкладання у ряд приводять до одного й того ж розкладання до ряду Тейлора, однак  метод Пікара є більш привабливим, оскільки він у середовищі wxMAXIMA він вимагає значено менше зусиль і дозволяє отримати рішення з більшою точністю у порівнянні з розкладанням у ряд. 
5.5 Метод малого параметру


Цей метод широко використовується у наближеному розв’язанні диференціальних рівнянь у фізиці та технічних науках. Сутність методу полягає у наступному:


а) нехай наявне звичайне диференціальне рівняння виду 
[image: image1021.wmf])
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, яке при заданих початкових умовах у(0)=у0 і при (=0 має точне аналітичне рішення y=y(x);


б) про величину параметру ( відомо, що:

· вона є невеликою, 

· але при ((0 точне розв’язання становиться неможливим. 


Треба одержати наближений розв’язок „збуреної” задачі.


Приклад – рівняння:
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Ця задача легко розв’язується при ( = 0: 
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Загальний підхід: „збурений” розв’язок шукають у вигляді суми, що містить такі складові:

· «незбурений» розв’язок (при (=0);

· ряд по степеням параметру (. 

У випадку задачі (5.25) розв’язок  має вигляд:
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де u1(x),u2(x),… - деякі невідомі функції від х, що підлягають визначенню.


Для знаходження невідомих функцій:


а) підставимо (5.27) у (5.25):
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б) проведемо диференціювання і помножимо на знаменник, отримуємо:
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в) підставимо у (5.34) початкові умови, одержимо:
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г) з (5.29) випливає, що:

u1(0) = u2(0) = u3(0) = … = 0; 



(5.31)


д) розкриємо дужки в (5.29) і прирівняємо до 0 коефіцієнти при степенях (, отримаємо послідовність диференціальних рівнянь:
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е) розв’язуємо рівняння (5.32):
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ж) підставляємо (5.35) у (5.33) і розв’язуємо:
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з) аналогічно знаходимо:


[image: image1034.wmf]1760

x

71

u

11

3

-

=

. 




(5.38)


Підставив у (5.26), одержимо наближений розв’язок:
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яке при ( ≤ 0,1 і |x| ≤ 1 є близьким до істинного.  

Метод малого параметру є одним з різновидів важливого чисельного методу прикладної математики – методу збурень. Його суть полягає у побудові наближеного рішення задач, що містять невеликі збурення у порівнянні з базовими задачами, що добре розв’язуються аналітично. У складних випадках метод обурень дозволяє знайти хоча б перший член розкладання і одержати інформацію про поведінку розв’язку у околі початкових умов.
Контрольні запитання


1 Надати визначення  понять «звичайне диференціальне рівняння», «загальний розв’язок ЗДР»


2 У чому полягають особливості загального розв’язку ЗДР?

3 Зміст поняття «частковий розв’язок ЗДР»


4 Зміст теореми про єдиний розв’язок ЗДР


5 Зміст поняття «початкові умови»


6 Зміст задачі Коші для ЗДР.


7 Геометричне трактування розв’язання задачі Коші


8 У якому випадку розв’язок задачі коші в обмеженої області буде єдиним?


9 Які типи методів використовують для розв’язання задачі Коші?


10 У чому полягає різниця між наближеним та чисельним розв’язанням задачі Коші?


11 За допомогою яких функцій можна призвести аналітичне інтегрування ЗДУ в середовищі wxMAXIMA?



12 Які типи рівнянь можна розв’язувати за допомогою функції desolve? Як організувати розрахунки?


13 Які типи рівнянь можна розв’язувати за допомогою функції ode2? Як організувати розрахунки?


14 Зміст алгоритму методу Пікара.


15 Як метод Пікара зроблено ітераційним?


16 Якою позитивну властивість має метод Пікара?


17 Записати першу і другу ітерацію методу Пікара для заданого диференціального рівняння.


18 Алгоритм інтегрування по методу Пікара у середовищі wxMAXIMA. 


19 У чому виявляється недолік наближеного методу при видаленні від околу точки інтегрування?


20 Яким чином метод Пікара можна використовувати для наближеного інтегрування систем ЗДР?


21 На чому базується використання методу Пікара для інтегрування ЗДР високих порядків?


22 Привести до виду, де можна використовувати метод Пікара, задане ЗДР 3-го порядку.


23 На чому засновано використання розкладання в ряд Тейлора для одержання розв’язку ЗДР?


24 Розв’язати задане диференціальне рівняння шляхом розкладання в ряд Тейлора з 3-ма членами розкладання.


23 У чому полягає сутність методу малого параметру?


26 Алгоритм методу малого параметру
Тема 6. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВЯЗАННЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ
6.1 Класифікація чисельних методів розв’язку задачі Коші


Точний розв’язок задачі Коші є можливим лише в порівняно рідких випадках. Для знаходження часткового рішення в основному використовують чисельні методи. 


Загальний принцип чисельного розв’язання: починаючи з точки (х0,у0), рухаючись на обраній послідовності точок   х0, х1,...,xn обчислюють наближені значення у0, y1,...,yn шуканого розв’язку задачі Коші.


Більшість чисельних методів можна представити у вигляді рекурентної формули

yi+1 = ((yi-r,yi-r+1,…,yi,yi+1,…yi+s), 


(6.1)


де:


( - функція, що визначає обчислювальну схему методу;


r – кількість попередніх кроків, що використані для отримання розв’язку;


s – кількість наступних кроків, що використані для отримання розв’язку.


При цьому:

· якщо  r=0, 0 ( s ( 1 – метод називається однокроковим;

· якщо r ( 1 або  s > 0 – метод називається багатокроковим.


Одно- та багатокрокові методи називають:

· явними при s =0;

· неявними при s = 1;

· методами із забіганням вперед при s > 1.


Більшість чисельних методів розроблено для розв’язання одиничного диференціального рівняння. Але вони можуть бути застосовані для розв’язання систем рівнянь або рівнянь другого та більш високого порядків, шляхом зведення до послідовності одиничних рівнянь першого порядку, подібно тому, як це було зроблено при знаходженні наближених розв’язків  у підрозділах 3.3 і 3.4.

6.2 Метод Ейлера 


Найпростішим однокроковим методом наближеного чисельного розв’язання задачі Коші є метод Ейлера (метод ламаних). У цьому методі наближені значення часткового розв’язку y(xi) на відрізку [x0,x1 = x0+ℓ] визначаються за допомогою дотичних.


Нехай А(х0,у0) – точка через яку проходить інтегральна крива АС, що є розв’язком диференціального рівняння 
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 при початковій умові у(х0)=у0 (рис. 6.1). Виконаємо наступні дії:


а) проведемо через точку А дотичну АВ до кривої АС. При цьому за визначенням: 
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(6.2)


б) розрахуємо ординату точки перетину дотичної АВ  і прямої y=x1 (рис. 6.1);


в) з прямокутного трикутника ABD маємо при (x=х1-х0:

у1 – у0 = (х1-x0)(tg( = (x1-x0)(f(x0,y0) = f(x0,y0)((x; 

(6.3)

в) будемо розглядати точку перетину у1 за наближене значення розв’язку диференціального рівняння у(х1) точці х1, тобто у(х1)=у1(в) ( у1 (рис. 6.1). Звідси:
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(6.4)


Вираз (6.4) дозволяє одержати наближене значення невідомої функції у точці х1 через значення дотичної цей функції у точці х0 та її відстані (х від точки х0. Він буде тим точніше, чим менше величина (х = х1-х0.
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Рисунок 6.1 – Метод Ейлера

Користуючись формулою (6.4), можна побудувати наступний алгоритм наближеного числового розв’язку диференціального рівняння у точці хf :


а) розділимо відстань від х0 до xf на N кроків однакової довжини h:
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(6.5)


б) на першому кроці візьмемо х1 = х0+h, обчислимо по формулі (6.4) наближене значення у1=у(х1)


в) на другому кроці використаємо одержане значення у1 замість у0 у формулі (6.4) для розрахунку наближеного значення y2 в точці х2=х1 + h;


г) подібний процес продовжуємо далі, так, що на довільному і-му кроці буде:

y(xi) ( y(xi-1) + f(xi-1,yi-1)(h (i = 1,.,…,N);


(6.6)


д) після N-го кроку одержимо шуканий наближений розв’язок у точці xf.


Геометрична інтерпретація: рух до кінцевої точки відбувається по ламаної, що наближено передає характер інтегральної кривої (рис.6.2). 

Метод Ейлера має перший порядок точності: погрішність є пропорційною величині кроку h. З видаленням від початкової точки погрішності в значеннях yi починають накопичуватись. 


Приклад 6.1


Методом Ейлера знайти розв’язок  диференціального рівняння 
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при початкових умовах y(0)=1 у точці х = 1, обрав кількість кроків 10. Вивчити, як буде змінюватись абсолютна погрішність із збільшенням кількості кроків. Оцінити, яку величину кроку необхідно обрати, щоб погрішність склала не більше 10-6.


Розв’язання

Точний розв’язок рівняння: y = exp(x), що надає можливості розрахувати абсолютну погрішність.


Розв’язання проводимо у середовищі ООо Calc (скріншот зображено на рис. 6.3). Хід розв’язання:


а) у комірці F2 задаємо величину кроку;


б) у комірках стовпця С розраховуємо поточні значення х;


в) у комірку D5 записуємо початкову умову у(0)=1; 
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Рисунок 6.2 – Метод ламаних 
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Рисунок 6.3 – Скріншот проекту «Метод ламаних Ейлера» (до прикладу 6.1) 

г) у комірці D6 розраховуємо методом Ейлера наступне значення. Формула комірки: =D5+$F$2*D5. Далі протягуємо униз до кінця таблиці, отримуємо рішення;


д) у комірках стовпця Е розраховуємо значення функції ехр(х);


е) у комірках стовпця F розраховуємо абсолютну погрішність;


ж) за одержаними даними будуємо графіки функцій і залежності абсолютної погрішності D від величини х.


Другу частину завдання виконуємо аналогічно, змінюючи величину кроку у ряду від 0,05 до 0,01. Відповідно, збільшуємо кількість кроків і знаходимо величину абсолютної погрішності. Будуємо таблицю залежності h від D та десятинні логарифми цих значень (табл. 6.1) 

Таблиця 6.1 – Результати рішення задачі 6.2.7

	h
	D
	-lg(h)
	-lg(D)

	0,1
	0,1245
	1
	0,904831

	0,05
	0,06498
	1,30103
	1,18722

	0,025
	0,03322
	1,60206
	1,4786

	0,02
	0,02669
	1,69897
	1,573651

	0,0125
	0,01679
	1,90309
	1,774949



За даними таблиці 6.1 будуємо графік залежності -lg(D) від -lg(h), що являє собою добру лінійну залежність (рис. 6.4). Будуємо лінійний тренд і знаходимо його рівняння (рис. 6.4):

-lg(D) = -0,9672(lg(h) - 0,0672 


(6.7)


Користуючись цим рівнянням, підставимо D = 10-6; -lg(d) = 6:

6 = -0,9672(lg(h) - 0,0672.

Розв’язок : - lg(h)= 5,95; h = 1,17(10-6. Необхідна кількість кроків:

N=1/1,17(10-6 = 8, 5(105
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Рисунок 6.4 – Залежність  -lg(D) від –lg(h). До прикладу 6.1

Тобто, щоб отримати рішення с погрішністю меншою за 10-6 необхідно зробити майже 1000000 кроків, що забагато для практичного використання.

Внаслідок низької точності метод Ейлера „у чистому вигляді” на практиці не використовують. Але він є наочний для показу шляхів побудови рішень диференціальних рівнянь. Його ідеї покладені до основи більш ефективних методів.

6.3  Модифіковані методи Ейлера. Методи корекції та прогнозу


Однією з модифікацій метода Ейлера є модифікований метод Ейлера-Коші. В ньому на і+1 – му кроці:


а) визначають наближення, як у методі Ейлера:
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б) розраховують у цій точці напрямок поля:
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(6.9)


в) розраховують нове наближення по формулі:
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Приклад 6.2 

Знайти за допомогою модифікованого метода Ейлера-Коші розв’язок рівняння 
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з прикладу 6.1 і оцінити абсолютну погрішність. 


Розв’язання

Скрипт для розв’язання задачі наведено у лістингі 6.2. 


Лістинг 6.2
n=input('K-ть точок')

xf = 1;

h = xf / n;

y0 = 1;

for i = 1: n


y1 = y0 + h * y0;


y2 = y0 + h / 2 * (y1 + y0);


y0 = y2;

end

y0


За допомогою цей програми:


а)  розраховуємо серію значень рішення при величині кроку від 1/10 до 1/160, 


б) розраховуємо абсолютну погрішність по формулі ( = |y-exp(1)|. Розрахунки наведено у табл. 6.2;

в) за даними таблиці будуємо залежність ln(() від ln(h) (рис. 6.5) і одержуємо рівняння прямої, що проходить через точки

Таблиця 6.2 – Залежність ln(() від ln(h) для задачі (3.7.2) 

	h
	y
	( = |y-exp(1)|
	ln(h)
	ln(()

	0,1
	2,714081
	0,004201
	-2,30259
	-5,47244

	0,05
	2,717191
	0,001091
	-2,99573
	-6,82087

	0,025
	2,718004
	0,000278
	-3,68888
	-8,18831

	0,0125
	2,718212
	7,01E-05
	-4,38203
	-9,5652

	0,00625
	2,718264
	1,76E-05
	-5,07517
	-10,9468



Як випливає з рис. 6.5, тангенс куту нахилу залежності ln(() від ln(h) практично дорівнює 2. Тобто погрішність модифікованого методу Ейлера-Коші зменшується не за лінійним, а за квадратичним законом. 


Інша модифікація метода Ейлера – ітераційний метод Ейлера-Коші:


а) методом Ейлера одержують грубе початкове наближення:
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б) далі відбувається ітераційний процес:
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(6.12)
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Рисунок 6.5 - Залежність ln(() від ln(h) (за даними табл. 6.2)


в) ітераційний процес продовжують до виконання критерію збіжності:
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(6.13)


де ( - попереднє обране мале позитивне число, що характеризує точність.


Приклад 6.3 


Знайти за допомогою ітераційного метода Ейлера-Коші розв’язок рівняння 
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 з прикладу 6.1 і оцінити абсолютну погрішність. 


Розв’язання 


Скрипт для розв’язання задачі наведено у лістингі 6.3.


Лістинг 6.3

n = input('Кількість точок')

xf = 1;

h = xf / n;

y0 = 1;

eps = 0.00000001

for i = 1:n

   y1 = y0 + h * y0;

   y2 = y0 + h / 2 * (y1 + y0);

   while abs(y1 - y2) > eps

      y1 = y2;

      y2 = y0 + h / 2 * (y1 + y0);

   end

   y0 = y2;

end

y0


Проводимо розрахунки, що є аналогічними до прикладу 6.2, будуємо графік залежності ln(() від ln(h) (рис. 6.6), одержуємо рівняння лінії. 

Як випливає з рис. 6.6, у випадку ітераційного методу погрішність зменшується за квадратичним законом, аналогічно модифікованому методу. Але кількість розрахунків у ітераційному процесі значено більше. 


Наведені модифікації метода Ейлера носять назви методів прогнозу і корекції. На першому етапі відбувається прогноз – розрахунок грубого наближення. На другому етапи – корекція прогнозу за формулами (6.10) або (6.12). Обидві модифікації мають другий порядок точності (погрішність е пропорційною h2) що й продемонстровано на прикладах.
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Рисунок 6.6 -  Залежність ln(() від ln(h) для ітераційного метода Ейлера-Коші


Метод Ейлера і його модифікації узагальнюються на розв’язок систем диференціальних рівнянь. У цьому випадку розрахунки за формулами (6.10) або (6.11; 6.12) відбуваються для кожного рівняння системи.


Приклад 6.4


За допомогою модифікованого метода Ейлера-Коші розв’язати систему рівнянь у точці t = 1:
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(6.14)


Побудувати інтегральні криві.

Розв’язання


Скрипт для проведення розрахунків наведено в лістингі 6.4. Особливості:

· розрахунок правих частин системи винесено у підпрограму-функцію func;

· виведення результатів відбувається у масиви tau (час) і С (величини х і y);

· на екран виводяться графіки залежності у та х від часу (рис. 6.7)  . В разі необхідності результати можуть бути виведені на друк або використані з іншими цілями в режимі безпосередніх розрахунків після виконання програми.


Лістинг 6.4

function [f]=func(x, t)//Праві частини системи

  f(1) = x(1) + x(2)

  f(2) = t * x(1)

endfunction

t_fin = 1;//кінцева точка часу

n = 100;

m = 2;

C=zeros(n+1,m);//Створення і обнуління масивів tau=zeros(n+1);//вихідних даних

x0(1) = 1;

C(1,1)=x0(1);

x0(2) = 0;

C(1,2)=x0(2);

tau(1)=0;

h = t_fin / n;

for i = 1:n;

    for j = 1:m;

      x(j) = x0(j);

    end

    t = (i - 1) * h;

    [f]=func (x, t);

    for j = 1:m

      f1(j) = f(j);

      x1(j) = x0(j) + h * f1(j);

      x(j) = x1(j);

    end

    t = i * h;

    tau(i+1)=t;

    [f]=func(x, t);

    for j = 1:m

       x0(j) = x0(j) + (f1(j) + f(j)) / 2 * h;

       C(i+1,j)=x0(j);

    end

 end       

plot(tau,C)// графіки
6.4 Метод Рунге-Кути

Метод Рунге-Кути дозволяє будувати схеми розв’язків різного порядку точності й найбільш часто використовується в практичних розрахунках.


Схема методу 2-го порядку. Нехай зроблено і кроків методу й одержано наближене рішення у точці (хі,уі). Вважаємо у загальному випадку, що кроки методу не є постійними, тому на і-му етапі використовується крок величиною hі, який можна задати за деяким правилом (у тому числі, як частковий випадок, вважати його постійним);
а) у точці (хі,уі) розраховуємо:

k1 = hi(f(xi,yi) = hi(fi, 



(6.15)
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Рисунок 6.7 – Графіки залежності х і у від часу (до прикладу 6.4)


б) одержане значення k1 використовуємо для виконання дробового кроку:

k2=hi(f(xi+((hi,yi+((k1); 



(6.16)


де (,( - невідомі числа, що підлягають визначенню;


в) розраховуємо нову величину уі+1 як лінійну комбінацію:

уі+1 = уі + (1(k1 + (2(k2, 



(6.17)


де (1 і (2 підлягають визначенню;


г) для визначення невідомих коефіцієнтів розкладемо k1 і k2 у ряд Тейлора в околі точці (хі,уі):
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д) підставимо (6.18) у (6.17):
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(6.19)


е) розкладемо у ряд Тейлора точний розв’язок задачі Коші 
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(6.20)


ж) порівнюючи (6.19) та (6.20), одержуємо:
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Величину ( можна обрати свавільно. Частіше за все обирають ( = 1/2 або ( =1. Але при будь-яких значеннях ( не вдається позбавитись членів, що містять 
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. Це свідчить, що точність методу відповідає другому порядку.


Підставив у (6.17) ( = 1/2 і вирази (6.21). отримаємо обчислювальну схему методу Рунге-Кути другого порядку:
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Геометрична інтерпретація формули (6.22):


а) спочатку рухаємось на половинному кроці по ламаної Ейлера:
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б) у точці, що знайдена, обчислюємо нахил інтегральної кривої:


[image: image1065.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

¢

+

+

2

1

i

i

i

2

1

i

y

,

2

h

x

f

y

; 



(6.24)


в) по цьому нахилу визначаємо приріст функції на цілому кроці:
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(6.25)


Це ілюстровано на рис. 6.8.
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Рисунок 6.8 – Геометрична інтерпретація методу Рунге-Кути. 


Позначення:


АВ – дотична до інтегральної кривої у точці (хі,уі);


А1/2С – дотична до інтегральної кривої у точці 
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АD – крок методу Рунге-Кути 2-го порядку


При ( = 1 формула методу Рунге-Кути другого порядку має вид:
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тобто, збігається з формулою (6.10) методу Ейлера-Коші.


Аналогічно будуються обчислювальні схеми Рунге-Кути високих порядків. Однак у цьому випадку вивід є вельми громіздкий. 


Найбільш часто у обчислювальної практиці реалізується метод Рунге-Кути 4-го порядку точності. Його часто за замовчуванням в літературі часто називають «метод Рунге-Кути», без вказівки порядку точності.  Базова формула для диференціального рівняння першого порядку має вид:
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де:
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Достоїнства методу Рунге-Кути 4-го порядку:

· він легко програмується,

· обчислювальний процес є стійким для широкого кола задач,

· у методі можна легко змінювати величину кроку,

· гранична абсолютна погрішність на кожному кроці мала і пропорційна h4.


На практиці для оцінки погрішності методу Рунге-Кути, за аналогією з чисельним інтегруванням,  використовують правило Рунге: щоб наближено оцінити погрішність необхідно провести:


а) розрахунок у(хі) з кроком h;


б) розрахунок уh/2(хі)з кроком h/2;


в) оцінити абсолютну погрішність за допомогою рівняння:
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де р – порядок точності методу.


Для методу Ейлера-Коші, який фактично є методом Рунге-Кути 2-го порядку точності рівняння (6.29) має вид:
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Для методу Рунге-Кути 4-го порядку рівняння (3.75) переходить у:
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Приклад 6.5


На прикладі розв’язання рівняння:


[image: image1078.wmf]1

)

0

(

y

,

y

x

2

y

=

-

=

¢





(6.32)

в точци х=1 встановити характер залежності абсолютної погрішності методу Рунге-Кути від величини кроку інтегрування h. Побудувати графік інтегральної кривої.


Розв’язання:


Для розв’язання укладаємо програму скрипт Scilab (лістинг 6.5).


Лістинг 6.5

function z=func(x,y)

  z=2*x-y

endfunction  

x0 = 0;

y0 = 1;

xf = 1;

n=input('Кількість кроків?')

xx=zeros(n+1);

yy=zeros(n+1);

xx(1)=x0;

yy(1)=y0;

//**** Розрахунок кроку

h=(xf-x0)/n;

//***** Цикл розрахунків

for i=1:n

  x=x0+(i-1)*h;

  p1=func(x,y0)*h;

  p2=func(x+h/2,y0+p1/2)*h;

  p3=func(x+h/2,y0+p2/2)*h;

  p4=func(x+h,y0+p3)*h;

  y0=y0+(p1+2*(p2+p3)+p4)/6;

  xx(i+1)=x+h;

  yy(i+1)=y0;

end

xx(n+1),yy(n+1)


За допомогою цього скрипту  виконали інтегрування рівняння при кількості кроків 100 і 1000. Одержані величини уу збігалися до 7 знаку і склали 1,1036383. Цю величину вважали за точний розв’язок хт

Далі проводимо інтегрування при кількості кроків 1-6, розраховували  погрішність (= |x-xт|, будували графік залежності ln(() від ln h. Як випливає з рис. 6.9, ця залежність є прямолінійною з кутовим коефіцієнтом 4,4. Це свідчить, що точність розв’язку є пропорційною h4,4, що є близьким до теоретичної  оцінки h4. 


Для побудови інтегральної кривої після виконання скрипту з кількістю кроків n = 100 у безпосередньому режимі роботи Scilab уводимо команду plot(xx,[yy]). Графік наведено на рис. 6.10


Метод Рунге-Кути можна використовувати для розв’язання  систем диференціальних рівнянь першого порядку. При цьому в усіх алгоритмах Y0,Р1, Р2,...Р4 – це масиви, розмір яких дорівнює кількості рівнянь. 
6.5 Модифікації методу Рунге-Кути


Важливими модифікаціями методу Рунге-Кути є:

· методи з автоматичним вибором кроку;

· методи розв’язку систем диференціальних рівнянь першого порядку;

· методи розв’язку диференціальних рівнянь вищих порядків.


Методи з автоматичним вибором кроку. У простішому випадку можна задатися  точністю (  і обирати величину  кроку з умови:
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Рисунок 6.9 – Розрахунок порядку точності (до прикладу 6.5)
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Рисунок 6.10 – Графік залежності у від х для рівняння (6.32)

Алгоритм методу може бути таким:


а) свавільно обирається величина кроку (або кількість кроків на інтервалі), наприклад, h=0,1;


б) находиться розв’язок рівняння через 4-5 кроків від початкової точки при цей величині кроку;


в) величина кроку зменшується у 2 рази, знов находиться розв’язок рівняння у тієї ж самої точці по координаті х;


г) перевіряють виконання умови (6.33). якщо вона виконується - продовжують подальші розрахунки з кроком h або  h/2 (для гарантування точності).


Якщо умова (6.33) не виконується – заміняють h на h/2 і повертаються на етап в).


Недоліком розглянутого методу є то, що величина кроку корегується лише один раз на протязі розрахунків і вимагає виконання значної кількості розрахунків. Цих недостатків позбавлені методі з автоматичним вибором довжини кроку на кожній стадії розрахунків – методи Рунге-Кути-Мерсона і Рунге-Кути-Фельберга

Метод Рунге-Кути-Мерсона забезпечує наближену оцінку погрішності на кожному кроці інтегрування. Погрішність на кожному кроці має порядок h5. Алгоритм метода:


а) задаємо початкові умови, початкову величину кроку h, 


б) розраховуємо в і-ої точці:
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(6.34)


в) розраховуємо розв’язок в і+1 –ої точці:
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г) розраховуємо оцінку погрішності на і+1-му кроці:
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д) перевіряємо виконання умов:

|Ri+1| ≤ (; 




(6.37)

|Ri+1| ( (/30. 



(6.38)


1) якщо обидві умови (6.37) і (6.38) виконуються водночас, те:

· або переходимо до розрахунків наступної точки; 

· або закінчуємо розрахунки (якщо і+1 = n);


2) якщо не виконується умова (6.37) – це свідчить, що крок h занадто великий. У цьому випадку:

· крок h зменшують у 2 рази, 
· повертаються на етап б) і повторюють розрахунки з новим значенням кроку;


3) якщо виконується умова (6.37) і не виконується (6.38) – це свідчить, що крок зайво малий. У цьому випадку:

· крок h збільшують  у 2 рази, 

· повертаються на етап б) і повторюють розрахунки з новим значенням кроку.

Метод Рунге-Кути-Фельберга з автоматичною зміною кроку є подібним до методу Рунге-Кути-Мерсона, але дає більш точну оцінку погрішності на кожному кроці. Алгоритм методу:


а) задаємо початкові умови, початкову величину кроку h, 


б) розраховуємо в і-ої точці величини Р1 – Р5 по формулам  (6.39):
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в) розраховуємо розв’язок в і+1 –ої точці:
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г) розраховуємо оцінку погрішності на і+1-му кроці:
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д) перевіряємо виконання умов:

|Ri+1| ≤ (; 




(6.42)

|Ri+1| ( ((/20. 



(6.43)


1) якщо обидві умови (6.42) і (6.43) виконуються водночас, те переходимо до розрахунків наступної точки або закінчуємо розрахунки (якщо і+1 = n);


2) якщо не виконується умова (6.42) – це свідчить, що крок h занадто великий. У цьому випадку:



- крок h зменшують у 2 рази;


- повертаються на етап б) і повторюють розрахунки з новим значенням кроку;


3) якщо виконується умова (6.42) і не виконується (6.42) – це свідчить, що крок зайво малий. У цьому випадку:



- крок h збільшують  у 2 рази;



- повертаються на етап б) і повторюють розрахунки з новим значенням кроку.


Метод Рунге-Кути-Фельберга має 4-й порядок точності.

Метод Рунге-Кути та його модифікації реалізовано у системі Scilab. У простішому випадку для розв’язання звичайного диференціального рівняння або системи диференціальних рівнянь виду:
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необхідно визвати функцію  y = ode(у0,t0,t,f). При цьому реалізується метод Рунне-Кути з автоматичним вибором кроку, до тих пір, поки різниця між розв’язком при поточної та подвоєної кількості кроків не будуть відрізнятися більше ніж на 0,0000001, або мати відносну точність не більше 0,00001.

У загальному випадку можна вказати тип методу та інші параметри. У цьому випадку функція задається у виді:

[y,w,iw]=ode([type], y0,t0,t[,rtol[,atol]],f[, w,iw]).


Для неї обов’язковими параметрами є:


у0 – вектор початкових умов,


t0 – початкова точка інтервалу інтегрування,


t – координати вузлів сітки, в яких відбувається пошук розв’язку,


f – зовнішня функція, що визначає праву частину рівняння або системи рівнянь,


у – вектор розв’язків.


До необов’язкових параметрів функції відносяться:

· type – вказує тип методу розв’язку:

· rk – метод Рунге-Кути 4-го порядку,

· fix – метод Рунге-Кути з фіксованим кроком,

· rkf – п’яті етапний метод Рунге-Кути-Мерсона,

· rtol, atol – відносна і абсолютна погрішність розрахунків – вектор розмірності той же самої, що у. За мовчки rtol = 0,00001, atol = 0,0000001. При використанні  fix і rkf rtol = 0,001; atoll = 0,0001;

· w, iw  – вектори, що призначені для збереження інформації про параметри інтегрування. Їх використовують для того, щоб подальші розрахунки використовувались з цими параметрами.

Приклад 6.6


Методом Рунге-Кути з автоматичним кроком знайти розв’язок системи рівнянь:
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(6.44)


Кінцеве значення х=1. Кількість кроків 10. Побудувати графік.


Розв’язання 

Складаємо скрипт для виконання розрахунків (лістинг 6.6)


Лістинг 6.6

function [f]=fi(x,y)

  f(1)=x-y(2)

  f(2)=x+y(1)

endfunction

y0=[1;2]

x=[0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1]

z=zeros(10,2);

for i=1:11

[y]=ode(y0,0,x(i),fi);

z(i,:)=[y(1) y(2)];

end

[x',z]

plot(x,z,'ko')

plot(x,z)


В скрипті для того, щоб запам’ятати поточні результати на кожному кроці уведено масив z(11,2) куди заносяться розв’язки в усіх точках. Результати розрахунків наведені у табл. 6.1. Графік залежності у1 і у2 від х наведений на рис. 6.11


Внаслідок того, що будь-яке рівняння вищого порядку може бути зведено до рішення системи рівнянь, метод Рунге-Кути та його модифікації можуть бути розповсюджені для їх рішення. В літературі наведені формули для безпосереднього рішення рівнянь другого ступеня, але, на нашу думку, краще перетворити рівняння на систему вручну, а потім вже користуватися методом Рунге-Кути, а краще – його модифікаціями (Мерсона і Фельберга).


Таблиця 6.1 – Розв’язок рівняння 6.44

	х
	у1
	у2

	0
	1
	2

	0,1
	0,8001665
	2,0950042

	0,2
	0,6013306
	2,1800666

	0,3
	0,4044797
	2,2553365

	0,4
	0,2105815
	2,321061

	0,5
	0,0205744
	2,3775825

	0,6
	-0,1646426
	2,4253356

	0,7
	-0,3442178
	2,4648421

	0,8
	-0,5173562
	2,4967066

	0,9
	-0,6833270
	2,5216099

	1,
	-0,8414710
	2,5403022
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Рисунок 6.11 – Графіки залежності у1 і у2 від х (приклад 6.6)
6.6 Багатокрокові методі

У однокрокових методах, що були розглянуті у попередніх підрозділах для рішення ЗДУ використовують інформацію про рішення тільки у попередній точці. У багатокрокових методах обчислювальні схеми використовують інформацію про рішення на декількох попередніх кроках. Це дозволяє зменшити витрати на рішення. Нижче будуть розглянуті деякі з таких методів.


Метод Адамса. Основна ідея :


а) нехай знайдені наближені рішення у(х) в k+1 точках xi, xi-1,…xi-k з постійним кроком h;


б) позначимо:  y(xi)=yi, f(xi,yi) = fi;


в) по даним вузлам будуємо інтерполяційний поліном Pk(x) для функції f(x,y(x));


г) вважаємо наближено:
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д) інтегруємо вираз (6.45):
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е) виражаємо Рk(x) через скінчені різниці функції f(x,y(x)), користуючись формулою Ньютона для інтерполяції назад:
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де 
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ж) якщо обмежитися різницями третього порядку, отримаємо наступну екстраполяційну формулу Адамса:
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де Fi = h(f(xi,y(xi)).


Метод Адамса-Башфорта. На практиці зручніше  використовувати  не скінчені різниці, а значення функції в k точках. Для цього:


а) виразимо скінчені різниці через значення функції:
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б) підставимо їх у (6.47), отримаємо екстраполяційну формулу Адамса – Башфорта:
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Формули (6.48, (6.50) називаються екстраполяційними тому, що вони використовують значення функції fi в точках хі, хі-1, xi-2, xi-3, що попереджають відрізку інтегрування [xi;xi+1]. 


Значення уі+1 може бути уточнено за алгоритмом Адамса-Мултона:


а) розраховують уі+1 по формулі (6.50);


б) розраховують величину fi+1 = f(xi+1,yi+1);


в) уточняють уі+1 за допомогою інтерполяційної формули Адамса-Мултона:
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Формула (6.51) отримується аналогічно (6.48) і (6.50), якщо замість Pk(x) використовувати поліном Ньютона (6.47), що побудований на точках xi+1,xi,xi-1,xi-2.


Формула Адамса (6.48), (6.50) мають четвертий порядок точності. Різницю між значеннями yi+1, розрахованими по формулам (6.50) (прогноз) і (6.51) (корекція), можна прийняти за міру локальної погрішності на даному кроці. При придатному виборі кроку h можна добитися, що:
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де 
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 - рішення, що отримано за допомогою формули (6.50);
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( - наперед обране мале позитивне число (міра точності)


Проблема: багатокрокові методи не можуть бути використані на початковому етапі, оскільки для них крім початкового наближення необхідні ще 3 значення y. Тому на початковому етапі:


а) виконують 3 кроки методу Рунге-Кути, отримують з у0 послідовно точки у1,у2,у3;


б) ці точки використовують для виконання подальших розрахунків методом Адамса-Башфорта.

Для досягнення більш високої точності у початкових точках величину кроку методу Рунге-Кути обирають меншою за величину кроку в подальших розрахунках.


Переваги методу Адамса і Адамса-Башфорта:

· менший обсяг обчислень на кожному кроці;

· економний автоматичний контроль величини кроку

Метод Адамса також можна використовувати для розв’язання систем ЗДУ.

В середовищі Scilab метод Адамса реалізується шляхом уведення у тип рівняння функції ode (див. 6.5) позначення ‘adams’


Метод Мілна подібно методу Адамса, є багатокроковим методом четверного порядку точності типу „прогноз-корекція”.  Алгоритм:


а) методом Рунге-Кути, виходячи з початкового наближення y(x0) = у0, знаходять 3 послідовних рішення y1=y(x0+h), y2=y(x0+2h) y3=y(x0+3h);


б) по 4-м попереднім точкам розраховують прогноз - наступне значення уі+1:
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де fi=f(xi,yi) (i = 3,4,5,…);


в) розраховують значення правої частини рівняння:
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г) корегують значення уі+1:


[image: image1104.wmf](

)

прог

1

i

i

1

i

1

i

кор

1

i

f

f

4

f

3

h

y

y

+

-

-

+

+

×

+

×

+

=

 (і=3,4,...) 

(6.55)


Гранична абсолютна погрішність значення yi  в методі Мілна складає:
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Приклад 6.7 

Порівняти результати рішення диференціального рівняння: 
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на відрізку [0;2] методом Рунге-Кути і Адамса. Кількість кроків:20. Підрахувати кількість розрахунків функції у правій частині (6.57).


Розв’язання:


Розв’язання виконаємо у середовищі Excel або ООо Calc.  Створимо програму на мові VBA (лістинг 6.7), що містить модулі методу Рунне-Кути й Адамса. Оскільки у методі Рунге-Кути використовуємо фіксований крок, неважко підрахувати, що кількість розрахунків функції для цього методу складає 80 (20 кроків, на кожному – 4 розрахунки). Для підрахунків кількості кроків у методі Адамса (у тому числі – на перших трьох кроках методу Рунне-кути до складу підпрограми-функції уводимо глобальну змінну-лічильник, яку збільшуємо на 1 після кожного звернення до функції.

Лістинг 6.7

Global kk
Sub Runge_Kutta_Аdams()

'****Вхідні дані

Dim y(0 To 4), f(0 To 4) As Double

x0 = 0

y(0) = 1

xf = 2

n = 20

kk = 0

y0 = y(0)

f(0) = func(x0, y0)

'**** Розрахунок кроку

h = (xf - x0) / n
'*****Початкові умови

Cells(11, 1) = x0

Cells(11, 2) = y0

'*****Розрахунки

'*****Runge-Kutta, 3 steps

For i = 1 To 3

  x = x0 + (i - 1) * h

  p1 = func(x, y0) * h

  p2 = func(x + h / 2, y0 + p1 / 2) * h

  p3 = func(x + h / 2, y0 + p2 / 2) * h

  p4 = func(x + h, y0 + p3) * h

  y0 = y0 + (p1 + 2 * (p2 + p3) + p4) / 6

'*** виведення

  Cells(11 + i, 1) = x0 + i * h

  Cells(11 + i, 2) = y0

  y(i) = y0

  f(i) = func(x0 + i * h, y0)

Next

'******* Adams-Bashfort***

For i = 4 To n

    x = x0 + i * h

    y(4) = y(3) + h / 24 * (55 * f(3) - 59 * f(2) + 37 * f(1) - 9 * f(0))

    f(4) = func(x, y(4))

    y0 = y(3) + h / 24 * (9 * f(4) + 19 * f(3) - 5 * f(2) + f(1))

    eps = Abs(y(4) - y0)

    Cells(11 + i, 1) = x

    Cells(11 + i, 2) = y0

    Cells(11 + i, 3) = eps

    For j = 0 To 3

        y(j) = y(1 + j)

        f(j) = f(1 + j)

    Next j

Next

MsgBox kk

End Sub

' ***Підпрограма-Функція

Function func(x, y)

 func = (2 * x + y) / y ^ 0.5

 kk = kk + 1

End Function


Кількість розрахунків функції складає 33, тобто у 2 рази менше, ніж у методі Рунге-Кути.


Результати розрахунків наведено у таблиці 6.2.


Таблиця 6.2 – Результати розв’язання рівняння  (6.56). Підкреслено зону розрахунків методом Рунне-Кути для метода Адамса

	x
	Значення уі
	(і

	
	метод Рунге-Кути
	Метод Адамса-Башфорта
	

	0
	1
	1
	 

	0,1
	1,112315
	1,112315
	 

	0,2
	1,2484142
	1,2484142
	 

	0,3
	1,4068987
	1,4068987
	 

	0,4
	1,5863432
	1,5863453
	5,65E-05

	0,5
	1,7854069
	1,7853521
	2,93E-05

	0,6
	2,0028823
	2,0027968
	8,99E-06

	0,7
	2,2377063
	2,2376103
	8,57E-08

	0,8
	2,4889532
	2,4888558
	4,59E-06

	0,9
	2,7558199
	2,7557257
	6,17E-06

	1
	3,0376087
	3,0375193
	6,23E-06

	1,1
	3,3337115
	3,3336272
	5,66E-06

	1,2
	3,6435959
	3,6435163
	4,89E-06

	1,3
	3,966793
	3,9667174
	4,11E-06

	1,4
	4,3028877
	4,3028154
	3,41E-06

	1,5
	4,65151
	4,6514403
	2,81E-06

	1,6
	5,0123284
	5,0122609
	2,32E-06

	1,7
	5,3850445
	5,3849787
	1,91E-06

	1,8
	5,7693881
	5,7693236
	1,58E-06

	1,9
	6,1651131
	6,1650496
	1,32E-06

	2
	6,5719951
	6,5719323
	1,1E-06



Як випливає з даних таблиці, незважаючи на меншу кількість розрахунків функції, метод Адамса-Башфорта дає практично такі ж самі результати, що ї метод Рунге-Кути.


Результати, що одержані у прикладі 6.7, є загальними, коли права частина диференціального рівняння є гладкою функцією. У цих випадках багатокрокові методи є значно більш ефективними з точки зору кількості звернення до підпрограм-функцій. Це суттєво для реальних задач, де розрахунки функцій, особливо у випадку систем рівнянь, є „вузьким” місцем. Але якщо права частина не є гладкою функцією – використання багатокрокових методів стає проблемним. У цих випадках використовують метод Рунге-Кути.

6.7 Чисельне моделювання динамічних систем зі збуреною правою частиною


Динамічними називаються системи, поведінка яких у часі описується диференціальними рівняннями або системами диференціальних рівнянь. Такі системи є дуже розповсюдженими у природничих, технічних та соціальних науках. У багатьох таких систем часто  наявна негладка (збурена) права частина, тому одержання чисельних розв’язків має особливості.


Приклад 6.8 


У проточному хімічному реакторі з ідеальним змішуванням перебігає проста хімічна реакція А ( В. Залежність концентрації реагенту А на виході (СА) описується диференціальним рівнянням:
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де 
[image: image1108.wmf]-

0

A

C

 початкова концентрація реагенту на вході,


k – константа швидкості хімічної реакції,


( - час перебування розчину у реакторі.


У початковий час t = 0 концентрація СА=0


Для конкретної системи 
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Через 2 години з початку процесу відбулося залпове підвищення концентрації на вході до 1,4 кмоль(м-3, що трималось протягом 0,2 год, після чого знову відновилося нормальна подача реагенту. Треба знайти і побудувати залежність концентрації реагенту А на виході від часу (протягом 4 год). 

Розв’язання


Подібні задачі до волі часто зустрічаються при моделюванні реальних динамічних систем у реальному часі. У даної задачі негладкість обумовлена фактичною зміною в часі початкових умов. Тому для рішення задачі необхідно розділити дільницю часу на 3 зони:


а) від 0 до 2 год – дільниця нормального процесу;


б) від 2 до 2,2 год – дільниці ненормального режиму;


в) від 2,2 до 4 год – дільниця відновлення режиму.


Відповідно, концентрація при закінченні першої дільниці є початковою умовою для другої дільниці, а концентрація при закінченні другої дільниці є початковою умовою для третій дільниці. 


Для розв’язку  краще використовувати алгоритм Рунге-Кути:


а) спочатку знаходять розв’язок на першій дільниці, при величині 
[image: image1110.wmf]0
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б) далі одержане значення СА(2) використовують, як початкову умову на другій дільниці, при величині 
[image: image1111.wmf]0
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в) одержане значення СА(2,2) використовують, як початкову умову на третій дільниці, при величині 
[image: image1112.wmf]0
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Результати рішення ЗДУ наведені на рис. 6.12. Як випливає з рис, за 2 години процес підійшов до стаціонарного режиму, але залпове зростання концентрації на вході визвало зростання концентрації на виході. Після зняття обурення система поступово знов підійшла до стаціонарного стану.
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Рисунок 6.12 – Залежність концентрації від часу (до прикладу 3.11.2)

Контрольні запитання


1 У чому полягає загальний принцип чисельного розв’язання звичайних диференціальних рівнянь?


2 Як можна класифікувати методи чисельного розв’язання ЗДУ?


3 Вивести формулу метода Ейлера (методу ламаних).


4 Що у методі Ейлера розглядається за наближене значення розв’язку ЗДУ у певній точці хі?


5 Яким чином  точність методу Ейлера залежить від величини кроку?


6 Сутність геометричної інтерпретації методу Ейлера.


7 Виконати 2 кроку методу Ейлера для заданого диференціального рівняння.


8 Як за допомогою комп’ютерного моделювання можна оцінити порядок точності методу чисельного розв’язання ЗДУ?


9 Алгоритм модифікованого методу Ейлера-Коші


10  Виконати 2 кроку модифікованого методу Ейлера-Коші для заданого диференціального рівняння.


11 Зміст порядку точності. Який порядок точності має модифікований метод Ейлера-Коши?


12 Алгоритм ітераційного методу Ейлера-Коші


13 Критерій збіжності ітераційного методу Ейлера-Коші


14 Сутність корекції і прогнозу у методах Ейлера-Коші


15 Як можна використати метод Ейлера-Коші для розв’язання системи ЗДУ?


16 Схема методу Рунге-Кути 2-го порядку


17 Геометрична інтерпретація методу Рунге-Кути 2-го порядку.


18 Обчислювальна схема методу Рунге-Кути 4-го порядку


19 Достоїнства методу Рунге-Кути 4-го порядку


20 Яким чином точність методу Рунге-Кутти 4 порядку залежить від величини кроку?


21 У чому полягає перевага  і недоліки методу Рунге-Кути з автоматичним вибором кроку у порівнянні із звичайним методом Рунне-Кути?


22 Яким чиноь здійснюється автоматичний вибір розміру кроку у методах Рунге-Кути-Мерсона і Рунге-Кути-Фельдберга?


23 Як змінюється порядок методу при переході від простого методу Рунге-Кути 4-го порядку до методів Рунге-Кути-Мерсона і Рунге-Кути-Фельдберга?


24 Як можна метод Рунге-Кути використати для розв’язання систем ЗДУ?


25 Як можна метод Рунге-Кути використати для розв’язання ЗДУ високого порядку?


26 У чому полягає сутність багатокрокових методів?


27 Сутність алгоритму методу Адамса


28 Сутність алгоритму методу Адамса-Башфорта. У чому його перевага у порівнянні з методом Адамса?


29 Яким чином можна уточнити поточне значення розв’язку, що був отриманий методом Адамса-Башфорта?


30 Чи можна використовувати метод Адамса-Башфорта на усіх етапах розрахунків?


31 Який прийом використовують, щоб одержати на початкових кроках найбільш високої точності при використанні багатокрокових методів?


32 Як відбувається прогноз і корекція у методі Мілна?


33 У чому полягають переваги багатокрокових методів у порівнянні з однокроковими?


34 Як можна моделювали динамічні системи зі збуренням у часі за відомим законом?
Тема 7. ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЖОРСТКИХ СИСТЕМ І КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
7.1 Поняття жорстких систем ЗДУ


Серед систем диференціальних рівнянь першого порядку великий інтерес представляють так звані жорсткі системи, які можна розглядати, як аналоги погано обумовлених систем лінійних рівнянь в лінійної алгебрі. 


Приклад жорстких систем – система рівнянь:
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(7.1)


Частковий розв’язок
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(7.2)


Особливості: 


а) система є автономною (її права частина не залежить від часу);


б) кожна з компонент рішення містить:


- швидку складову (e-1000t), яка відрізняється від 0 тільки у малому діапазоні зростання часу навколо 0;


- повільну складову, яка суттєво змінюється в усій області значень часу (члени е-t).


Хоча швидка складова дуже швидко збігається з нулем і не вносить суттєвого внеску у рішення в усіх інтервалах, крім початкового, при чисельному інтегруванні саме вона вносить обмеження на величину кроку інтегрування. Дійсне, 


а) якщо використати підстановку:

x = 2u-v,
y = -u+v,



 (7.3) 

то система (7.2) розпадеться на два незалежних рівняння:
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б) використаємо метод Ейлера з деяким кроком h до розв’язання першого рівняння системи (7.4), одержимо рекурентне співвідношення:

vn+1 = vn – 1000(h(vn = vn((1-1000(h), 

(7.5)


в) умовою сталості обчислювального процесу (3.108) і,у відповідності з (7.5), його прагнення до 0 при t (( є обмеженість виразу у дужках:

|1-1000(h| < 1; 




(7.6)


Звідси при позитивних h повинно бути обмеження на величину кроку: h<0,001.


Таким чином при h > 0,001 процес Ейлера перестає бути сталим, і це приводить до появи великих значень розв’язків, впритул до переповнення розрядної сітки комп’ютера. Те ж саме спостерігається і при використанні методів більш високого порядку, наприклад методу Рунге-Кути.


Таким чином:


а) для жорстких систем характерна наявність різниці на декілька  порядків у параметрів рівнянь, або можливість привести їх до такого виду шляхом підстановок. Це викликає появу „швидких” і „повільних” складових;


б) основним протиріччям жорстких систем є те, що дрібний крок інтегрування, який є необхідним для відтворення швидких процесів, не може бути збільшений на тих ділянках часу, коли внесок швидких процесів буде практично нульовим. 


Перша дільниця, де суттєвим є внесок швидких процесів носить назву пограничного шару. У випадку системи (7.1) він розташований від 0 до 0,01.


Властивість жорсткості системи ЗДР має аналогію з погано обумовленими системами лінійних алгебраїчних рівнянь. Як показано у частині 1, умовою поганої обумовленості є велике значення числа обумовленості – відношення найбільшого та найменшого сингулярних чисел матриці коефіцієнтів. Подібна ситуація є у випадку ЗДУ: за критерій жорсткості можна обрати відношення сингулярних чисел якобіану правої частини системи.

Приклад 7.1

Встановити, чи є жорсткою система ЗДУ:


[image: image1117.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

×

-

=

=

-

=

.

0

)

0

(

x

;

x

10

x

dt

dx

;

1

)

0

(

x

;

x

dt

dx

2

2

6

1

2

1

1

1




(7.7)


Розв’язання

Укладемо матрицю Якобі системи:
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(7.8)

· Для розрахунків числа обумовленості використаємо 2 метода: безпосередніх розрахунків за визначенням;

· використання функції cond()


В рамках першого методу:


а) розрахуємо сингулярну матрицю як матричний добуток транспонованої матриці на основну:
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б) за допомогою функції spec(B) у системі Scilab обчислимо власні значення сингулярної матриці. Вони складають 1012 і 1;


в) обчислимо сингулярні числа як кореня квадратні з власних значень. Вони складають 106 та 1; 


г) обчислимо число обумовленості, як відношення максимального сингулярного числа до мінімального. Воно складає 106. 


Аналогичні результати можна одержати безпосередньо шляхом використання функції cоnd(W), що розраховує число обумовленості матриці W.


Таке велике значення числа обумовленості свідчить, що система є жорсткою.

7.2 Методи розв’язання жорстких систем. Неявний метод Ейлера


Для розв’язання жорстких систем використовують неявні ітераційні схеми розв’язку. Проілюструємо їх сутність на прикладі методу Ейлера для розв’язання системи (7.7)1). Ця система при згаданих початкових умовах має аналітичний розв’язок:
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(7.10)


У відповідності до метода Ейлера кроковий процес на і+1-му кроці розв’язку має вид:
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(7.11)


Якщо у функціях у правих частинах замінити індекс з і на і+1, то будемо мати ітераційну процедуру неявного метода Ейлера:
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Узагальнення: для одержання неявного метода рішення ЗДУ необхідно:

· записати формули для і+1-го кроку звичайного метода (явного);

· функціях у правої частини замінити індекси з і на і+1.


Система (7.12) для (7.8) має вид:
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З системи (7.13):
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Приклад 7.2


Чисельно розв’язати систему (7.10) за допомогою простого і неявного методів Ейлера.


Розв’язання


Для розв’язання розробляємо проект OOo Calc, створюючи формули комірок для находження величин х1 і х2 за допомогою простого метода Ейлера, неявного метода Ейлера за формулами (7.13) і для порівняння, точного розв’язку (7.10).


Спочатку проводимо розв’язок з кроком h=10-7. Як випливає з рис. 7.1, при такому дрібному кроці рішення в усіх трьох випадках для обох змінних є близькими. При цьому через 100 кроків встановлюється практично стаціонарне значення х2, а х1 продовжує суттєво змінюватися.


Після 100 кроків збільшуємо h до величини 0,001. Як випливає з рис. 7.2, це катастрофічно відбувається на знаходженні х2 простим методом Ейлера: величини починають необмежено зростати за модулем і змінювати знак. На відмінність від цього, неявний метод Ейлера продовжує давати нормальні значення змінних.


З цього можна зробити висновок, що неявні методи дозволяють збільшити шаг інтегрування після того, як „швидкі” змінні досягли стаціонарних значень. Таке ж саме можна відмітити і для інших неявних схем.
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Рисунок 7.1 – Розв’язок системи (7.10) з h = 10-7 – перші 100 кроків


Для системи лінійних диференціальних рівнянь с постійними коефіцієнтами загального виду:
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де А – матриця правих частин,

алгоритм неявного метода Ейлера має вид:
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Розв’язок у матричному виді:
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Рисунок 7.2 – Розв’язок системи (7.10) після 100 кроків і призначенням з h = 0,001
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де Е – одинична матриця.


Тобто на кожному кроці методу слід обертати матрицю Е-А(h, або розв’язувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь (7.17).


Для автономної системи нелінійних диференціальних рівнянь загального виду:
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для використання неявного методу необхідно розкласти функцію 
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 в ряд Тейлора. В цьому випадку система для неявного метода Ейлера приймає вид:
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де А – матриця Якобі системи:
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Тоді для рішення можна використовувати формулу (7.17).

7.3 Метод Розенброка


Широке застосування у розв’язанні жорстких систем набув метод Розенброка, який базується на неявній схемі Рунге-Кути 4-го порядку.  Чисельне рішення задачі Коші для автономних систем ЗДУ відбувається за формулами: 


[image: image1134.wmf],

3

2

2

6

1

6

13

i

1

i

4

3

2

1

k

k

k

k

y

y

+

-

+

+

=

+



(7.21)


де:
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де yі,yі+1 – вектори розв’язків на і та і+1  кроках;


Е – одинична матриця;


J – якобіан системи, розрахований у точці уn


Для того, щоб розв’язувати неавтономні системи ЗДУ, необхідно додати до системи ще одне рівняння:
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У методі Розенброка вибір кроку інтегрування h  і контроль точності організовані наступним чином: 


а) обирають первісне значення h,


б) по формулам (3.124), (3.125) проводяться розрахунки з кроками h і 2h, отримують рішення, відповідно, yh і y2h;


в) для кожної компоненти вектора рішення розраховують абсолютну погрішність:
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г) якщо 
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,  розраховується відносна погрішність:
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Крок інтегрування вважають підходящим, якщо виконується асимптотична оцінка:
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де ( - задана відносна погрішність на кроці інтегрування. 


У протилежному випадку крок зменшують у 2 рази, і розрахунки повторюють знов.


Якщо ( < (/2 – величина крок подвоюється.


Метод Розенброка реалізований у пакеті Scilab для розв’язання  жорстких систем. Для цього необхідно визначити систему ЗДУ у вигляді окремої підпрограми. Також необхідно (але не обов’язково) визначити у вигляді окремої підпрограми матрицю Якобі системи ЗДУ. Далі у складі функції ode для розв’язання систем ЗДУ вказуємо тип рівнянь – ‘stiff’ (жорсткий) і навести у тілі функції зовнішні функції, що позначають систему рівнянь і якобіан. Частіше за все використовується мінімальна конструкція:

y= ode(‘stiff’,x0,t0,f,jас)


де t0,х0 – початкові умові, 

f – зовнішня функція, що розраховує праву частину системи,


jac – зовнішня функція, що розраховує якобіан правої частини системи ЗДУ.


Особливістю обох зовнішніх функцій є те, що першим аргументом у списку є час (або інша змінна, по якої відбувається диференціювання).Вона вказується незалежно від того, чи містить права частина системи цю змінну, чи ні (наприклад у випадку автономних систем)


Приклад 7.3 


Проінтегрувати жорстку систему диференціальних рівнянь хімічної кінетики:
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Проміжок інтегрування: від 0 до 5 год, константи швидкості складають: k1=106 л∙моль-1∙год-1, k2 = 1 год-1.

Розв’язання


Укладемо якобіан системи:
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Скрипт для одержання розв’язку наведено в лістингі 7.3. При наведених значеннях k1, k2 і початкових умов система є вельми жорсткою: максимальне власне значення якобіану складає 106, а мінімальне (якщо не брати до уваги 0) складає 1. Спроба про інтегрувати систему методом Рунге-Кути можливе лише коли крок складає10-7 год, що є незадовільним з точки зору завдання – розрахувати розв’язок через 5 год.

Лістинг 7.3

global k1

global k2

function [w]=syst(t,x)// Права частина системи

  w(1)=-k1*x(1)*x(2)

  w(2)=-k1*x(1)*x(2)

  w(3)=k1*x(1)*x(2)-k2*x(3)

  w(4)=k2*x(3)

endfunction

function [z]=jac(t,x)// Якобіан 

  z=zeros(4,4)

  z(1,1)=-k1*x(2)

  z(1,2)=-k1*x(1)

  z(2,1)=z(1,1)

  z(2,2)=z(1,2)

  z(3,1)=-z(2,1)

  z(3,2)=-z(2,2)

  z(3,3)=-k2

  z(4,3)=k2

endfunction

k2=1000000;

k1=1;

t0=0;

x0=[1;1.2;0;0];

t=0:0.01:5;

y=ode('stuff',x0,t0,t,syst,jac);

plot(t,y)


В результаті одержуємо розв’язок у виді масиву, на основі якого будуємо графік часових змін концентрацій. На рис. 7.3 наведені часові зміни «повільних» компонент: х1, х2 і х4. Для «швидкої» компоненти х3  протягом  10-5 год встановлюється стаціонарне значення, 1,2∙10-6 (рис. 7.4). Цю криву можна одержати, якщо змінити крок інтегрування до 10-7, а проміжок інтегрування до 10-5. Для побудови графіка використовуємо оператор plot(t,y(3,:) у безпосередньому режимі. Із зростанням часу ця величина починає повільно зменшуватись практично до 0. 

Відмітимо, що аналітичні розрахунки якобіану не завжди є обов’язковими. Наприклад у даному випадку можна з функції ode() вилучити аналітичні розрахунки якобіану, і це не вплине на результати. Це вказує, що у програмі, скоріше за все, відбувається чисельний розрахунок якобіану.
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Рисунок 7.3 – Криві зміни концентрацій х1, х2, х4 (до прикладу 7.3)
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Рисунок 7.4 – Зміна х3 на початковій дільниці часу
7.4 Крайові задачі. Метод стрільби


Для розв’язання задачі Коші для  систем диференціальних рівнянь треба  задати початкові умови, тобто значення розв’язків у деякої однієї точці часу. Але можна задати також значення першої з функцій-розв’язків у початковій точці , а другої – у будь-якої іншої точці, або задати значення одного й того ж розв’язку у двох точках (для системи двох ОДУ). Такі умови і задачі носять назву крайових.

Приклад: знайти розв’язок системи диференціальних рівнянь:
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при крайових умовах  х(0)=1 і х(1)=0,75


У цій задачі не задано початкових значень змінної у. Але для того, щоб виконувалось друга крайова умова, початкове значення у(0) повинно мати строго визначене значення. 


Крайові задачі можна сформулювати для диференціальних рівнянь високого ступеня. У випадку задачі Коші для рівнянь 2-го ступеня необхідно задати у початковій точці значення функції-розв’язку та її першої похідної. У випадку крайової задачі можна задати значення функції-розв’язку у двох точках. Приклад -  диференціальне рівняння:
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На практиці крайові задачі для систем ЗДУ використовуються у такій постановці: наявна система з m ЗДУ, що містить:

· m невідомих х1,x2,…,xm;

· r граничних умов, що задані  у точці t= a. Вони мають вид: 
xk(a) = xak (k=1,2,…,r), 
(7.29)

· m - r граничних умов, що задані у точці t = b. Вони мають вид:
xp(b) = xbp (p=r+1,r+2,…,m), 
(7.30)

Не порушуючи спільності, можна вважати, що b > a

Для розв’язання таких систем часто використовують наступний метод:


а) свавільно задають серію початкових умов для невідомих  xp (p=r+1,r+2,…,m) у виді хp(a) = zp-r,


б) проводять інтегрування системи при цих початкових умовах, знаходять розв’язки у другій крайовій точці t=b: xp(b)|zp-r. 

Неперервне змінюючи початкові умови по п. б), одержуємо неперервні залежності розв’язків у точці t = b від початкових умов.

г) серед розв’язків знаходять ту початкову умову, вектор розв’язків у точці b, що за заданою нормою  відрізняється від заданих крайових умов у цій точці в межах заданої точності.


Фактично мова йде про розв’язання системи нелінійних рівнянь з m-r невідомими початковими умовами. Особливістю цей системи є те, що ліві частини кожного рівняння – це розв’язки диференціальних рівнянь, що одержують чисельно.

Описаний метод на першому етапі похожий на стрільбу по мішені, тому в літературі його називають методом стрільби або пристрілки (shooting).


Розв’язання крайової задачі методом стрільби легко організувати у середовищі Scilab. При цьому вдається сумістити розв’язок нелінійної системи з одночасним розв’язанням диференціальних рівнянь.


Приклад 7.4


Методом стрільби в інтервалі часу t = 0÷1,5 розв’язати систему диференціальних рівнянь:
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(7.31)

Побудувати графіки інтегральних кривих.

Розв’язання


Для розв’язання задачі укладаємо скрипт (лістинг 7.4). Лістинг містить визначення змінних х0 і t0, як глобальних, для їх використання у підпрограмах-функціях.


Зовнішня функція fi(t,х) розраховує праві частини системи (7.31). Зовнішня функція fdu(z) розраховує систему ЗДУ (7.31), вихідна величина – вектор розв’язків функцій х2 і х3 у точці часу t=1. Ці значення є вхідними для функції solve(), що розв’язує систему неявних нелінійних рівнянь, які через розв’язок системи (7.31) виражають зв'язок між початковими умовами і значеннями в крайової точці. 

Лістинг 7.4

global x0

global t0

function [z]=fi(t,x)

  z(1)=x(1)*x(2)

  z(2)=x(1)-x(3)^2

  z(3)=x(2)+x(3)*t

endfunction
function [zz]=fdu(z)

x0(1)=1;

x0(2)=z(1);

x0(3)=z(2)  

[y]=ode(x0,t0,1,fi);

zz(1)=(y(2)-2)^2

zz(2)=(y(3)-2.4)^2;

endfunction

//Початок розрахунків
t0=0;
z(1)=0

z(2)=0
//Розв’язок нелінійних рівнянь
zs=fsolve([z(1),z(2)],fdu)

xx0=[1;zs(1);zs(2)]
//Розв’язання системи при виявлених початкових умовах,

//побудова графіка інтегральних кривих
t=0:0.01:1.5;

[y]=ode(xx0,t0,t,fi);

plot(t,y)

xgrid()

Внаслідок розв’язання нелінійних рівнянь, одержали наступни початкові умови: х2(0)= 1.0706409, х3(0) = 0.1020372. Графіки інтегральних кривих, одержаних при цих начальних умовах наведені на рис. 7.5. Як випливає з рис. 7.5, дійсне, інтегральні криві для х2 і х3 прохоёдять через точки (1;2) і (1:2,4), відповідно, тобто, крайові умови виконуються і система розв’язана вірно.
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Рисунок 7.5 – Інтегральні криві системи (7.31).


Якщо у системі є 2 змінні, те можна побудувати алгоритм стрільби, оснований на розв’язанні одного нелінійного рівняння, наприклад, методом дихотомії (див. частина 1 лекц. 4):


а) спочатку шляхом підбору знаходять два початкових розв’язку y(0) = a , y(0)=b, а також – різниці:
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(7.32

Значення а і b підбирають таким чином, щоб одна з різниць (7.29) була негативною, а друга – позитивною. Для визначеності будемо вважати, що 
[image: image1150.wmf]0

b

,

0

a

>

d

<

d



б) розраховують:
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в) розв’язують систему з початковою умовою (7.30), розраховують 
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г) перевіряють умову закінчення розрахунків:

|a-b| < (, 

(7.34)

де ( - задане мале позитивне число (міра точності);


- якщо умова (7.34 виконується -  вважають, що друга початкова умова є y(0)=c  і закінчують розрахунки.


- якщо умова (7.34 не виконується – перевіряємо знак (с:


- якщо 
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- якщо (с > 0 – перепозначаємо b=c, (b = (с і переходимо на етап б).


Після отримання початкової умови систему надалі розв’язують звичайними методами.

Контрольні запитання


1 Зміст поняття «жорстка система»


2 Як впливає швидка складова жорсткої системи на розв’язок системи ЗДУ?


3 Що таке «пограничний шар»?


4 У чому особливості чисельного розв’язання жорстких систем? Що є їхнім основним протиріччям?


5 Яким чином можна визначити на практиці, чи є система диференціальних рівнянь жорсткою?


6 У чому полягає сутність неявного методу Ейлера?


7 Що дозволяє неявний метод Ейлера для розв’язання жорстких систем у порівнянні із звичайним?


8 Як можна використати неявний метод Ейлера для розв’язання жорсткої системи нелінійніх ЗДУ?


9 Сутність алгоритму Розенброка розв’язання ЗДУ для автономних жорстких систем


10 Як можна за допомогою методу Розенброка розв’язувати неавтономні системи жорстких ЗДУ?


11 Яким чином у методі Розенброка організовано вибір кроку інтегрування?


12 Зміст поняття «крайова задача» для ЗДУ та їх систем


13Чи можна побудувати крайову задачу для звичайного диференціального рівняння першого ступеня?


15 Сутність алгоритму стрільби


16 Як можна реалізувати алгоритм методу стрільби в середовищі Scilab?

Тема 8. РОЗВ’ЯЗАННЯ  ПЕРЕВИЗНАЧЕНИХ Й НЕДОВИЗНАЧЕНИХ СИСТЕМ. РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРОБЛЕМИ ВЛАСТИВИХ ЗНАЧЕНЬ
8.1 Розв’язання перевизначених систем. Метод найменших квадратів


У сучасній прикладної математиці, особливо при обробці результатів спостережень, виникає задача розв’язання перевизначених СЛАР.


Розглянемо систему  (8.1) з m лінійних алгебраїчних рівнянь відносно n невідомих, причому m > n. Оскільки у цій системі кількість рівнянь перевищує кількість невідомих, то в загальному випадку не можна говорити про наявність розв’язку в класичному сенсі, тобто, не існує такого вектору  х = (x1,…,xn), який в разі його підстановки в (8.1) перетворив б його у тотожність. Єдиним виключенням є випадок, коли серед m рівнянь системи (8.1) лише n  є лінійно незалежними, а інші є їх лінійною комбінацією.
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	(8.1)



У випадку перевизначеної системи можна говорити про знаходження деякого вектора х, що, будучи підставлений у систему (8.1), дає найменші розбіжності між векторами f(x) і d по деякій нормі:

||f(x)-d|| ( min. 




(8.2)


Найчастіше  для рішення задачі (8.2) застосовується евклідова норма, точніше, її квадрат: мінімізується сума квадратів відхилень (нев'язок)  між розрахунковими (f(x)) і заданими значеннями вектора вільних членів:


[image: image1155.wmf]min

d

x

a

]

d

)

(

f

[

R

m

i

n

j

i

j

ij

m

i

i

i

®

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

=

-

=

å

å

å

=

=

=

2

1

1

1

2

x

.

 (8.3)


Вектор х, що доставляє мінімум функціоналу (8.3) називається псевдо розв’язком перевизначеної системи лінійних алгебраїчних рівнянь (8.1).

Метод його находження називається методом найменших квадратів (МНК) 


У методі найменших квадратів МНК, на відміну від класичних методів розв’язання СЛАР засобами лінійної алгебри:

· умова рівності нулю нев'язок заміняється на умову  мінімуму суми квадратів нев'язок; 

· замість точного розв’язку розглядається псевдорозв’язок

Розглянемо випадок, коли в (8.3)  R = 0. Це можливо тоді й тільки тоді, коли кожне із доданків R у точності дорівнює нулю, тобто, за визначенням, дає точний розв’язок. Таким чином,  для класичних СЛАР при n = m  псевдорозв’язок збігається з точним розв’язком. Отже, псевдорозв’язок узагальнює поняття точного розв’язку.


Задача (8.3) є мінімізаційною. Він розв’язується шляхом диференціювання функціонала R по хj (j = 1,2,...,n) і прирівнювання похідних до нуля:
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 (k = 1,2,…,n). 

(8.4)


Після скорочення на 2, виконання підсумовування й поділу членів (8.4) одержуємо систему з n алгебраїчних рівнянь із n невідомими. Шляхом зіставлення членів можна показати, що ця система має вигляд:

АТ(А х = AT(d,



 (8.5)


де А – прямокутна матриця (m(n) коефіцієнтів системи  (8.1):
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 (8.6)


Система рівнянь (8.5) називається нормальною системою. Властивість матриці системи (8.6): матриця АТ А є квадратною симетричною матрицею розміру n(n. Тому:

· система (8.5) є замкненою,

· якщо її визначник відмінний від нуля, вона має єдиний розв’язок.


Для одержання коренів системи (8.5) можна використати всі методи розв’язання СЛАР, що описані  у лекціях 2 і 3. Процедура одержання матриці АТ А є аналогічною описаної в 3.3  процедурі одержання системи рівнянь із симетричною матрицею для методу квадратного кореня. 


Приклад 8.1 

Знайти псевдорозв’язок системи рівнянь:
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 (8.7)


Розв’язання в ООо Calc:

а) уводимо рівняння у матричному виді (рис. 8.1)


б) у комірках J6:L8 розраховуємо матричний добуток АТ×А. Формула масиву J6:L8: =MMULT(TRANSPOSE(C5:E9);C5:E9);


в) у комірках J13:J15 розраховуємо матричний добуток АТ×В. Формула масиву J13:J15: = MMULT(TRANSPOSE(C5:E9);F5:F9)


г) у комірках М13:М15 розраховуємо вектор псевдорозв’язку. Формула масиву М13:М15: =MMULT(MINVERSE(J6:L8);J13:J15);

д) у комірках F20:F24 розраховуємо вільні члени. Формула комірки F20: =MMULT(B20:D20;$M$13:$M$15), далі – протягується на увесь масив;


е) у комірках G20:G24 розраховуємо різницю між заданими і розрахованими компонентами вектору вільних членів. Формула комірки G20: =(E20-F20);

ж) у комірках Н20:Р24 розраховуємо квадрати різниць зі стовпчику G, формула комірки Н20: =G20^2


з) у комірці Н25 розраховуємо суму квадратів нев’язок. Формула комірки: =SUM(H20:H24).


Як виходить з результатів, зображених на скріншоті проекту (рис. 8.1), оптимальний розв’язок приводить до достатньо великого  значення суми квадратів відхилень між заданими і розрахованими значеннями елементів вектору вільних членів В-Вс. Це свідчить, що система є погано "спряженою" між собою: розв’язки окремих частин системи істотно відрізняються один від одного.
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Рисунок 8.1 – Проект “Псевдорозв’язок системи рівнянь”


Розв’язання в Scilab:

В Scilab є спеціальні засоби для розв’язання задачі МНК, але їх краще використовувати у задачах апроксимації (див. лекцію 7). Для розв’язання перевизначеної системи рівнянь доцільно використовувати матричні функції 

Текст скрипту наведено у лістингу 8.1. Результати розрахунків наведені у протоколі 8.1


Лістинг 8.1

a=[2,3,1;-1,1,-1;1,2,-1;3,-4,-1;5,-1,-1];//коефіцієнти
b=[4;3;7;1;3];//Вільні члени
A1=a'*a;// Розрахунок (АТ)*А
B1=a'*b;// Розрахунок (АТ)*В
disp('Розв`язок')

x=inv(A1)*B1//розв’язок
bc=a*x;

d=(b-bc)^2;//квадрати нев’язок
disp('x1     x2     x3     b      dc        d^2')

[a,b,bc,d]//Друк результатів 
disp('Сума квадратів')

sum(d)

Протокол 8.1 

 Розв`язок

 x  =

    0.7122371

    1.3403442

  - 2.4856597

 x1     x2     x3     b      dc        d^2

 ans  =

    2.    3.    1.    4.    2.959847     1.0819182

  - 1.    1.  - 1.    3.    3.1137667    0.0129429

    1.    2.  - 1.    7.    5.8785851    1.2575714

    3.  - 4.  - 1.    1.  - 0.7390057    3.024141

    5.  - 1.  - 1.    3.    4.706501     2.9121455

 Сума квадратів

 ans  =

    8.2887189


Результати розрахунків в обох середовищах є однаковими. 
8.2 Кістякове розкладання прямокутних матриць


Нехай задана довільна прямокутна матриця розміру m n, що має ранг r. Нагадаємо, що:

· рангом матриці називається максимальне число її лінійно незалежних рядків або стовпців,

· ранг визначається, як максимальний розмір відмінного від нуля визначника підматриці, побудованої на досліджуваній матриці. 


Матрицю А можна представити у вигляді добутку матриць В и С, що мають відповідно розміри m(r і r(n:
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 (r = rank(A)) 

(8.8)


Ранги співмножників В и С обов'язково дорівнюють рангу вихідної матриці А

Rank(B) = rank(C) = r. 


(8.9)


Для того щоб одержати розкладання (8.8), досить в якості   стовпців матриці В використати:

· будь-які r лінійно незалежних стовпців матриці А, 

· або будь-які r лінійно незалежних стовпців, через які лінійно виражаються стовпці матриці А. 


Тоді:

· довільний j-й  стовпець матриці А буде лінійною комбінацією стовпців матриці В с коефіцієнтами c1j, c2j, ..., crj; 

· ці коефіцієнти й утворять j-й стовпець матриці С ( j = 1, ..., n ).


Оскільки матриці В и С мають максимально можливий ранг r, те квадратні матриці ВТВ і ССТ є невиродженими:

|ВТВ | ≠ 0,     | ССТ | ≠ 0 


(8.10)


Розкладання (8.8) називається  кістяковим розкладанням матриці А. Це розкладання неоднозначно, але для практичних цілей досить одержати будь-яке кістякове розкладання (див. 8.3)

Приклад 8.2 

Побудувати кістякове розкладання матриці:

	А= 
	2
	3
	5
	6
	9
	-1
	(8.11)

	
	4
	-1
	-5
	1
	0
	3
	

	
	-8
	9
	25
	9
	18
	-11
	

	
	6
	5
	2
	7
	1
	1
	



Розв’язання:


а) в середовищі Calc за допомогою матричної функції MDETERM() розраховуємо визначники й визначаємо ранг матриці:


1) величини всіх визначників 4-го порядку, побудованих з мінорів матриці А , дорівнюють нулю;


2) величини всіх визначників третього порядку, побудованих з мінорів рядків 1,2,3 матриці А, дорівнюють нулю;


3) визначники третього порядку, побудовані з мінорів рядків 2,3,4 матриці А, відмінні від нуля 



4) Висновки:




- ранг матриці А дорівнює 3,


- рядка 2,3,4 лінійно незалежні, їх можна використати, як основу кістякового розкладання;


б) за  матрицю В вибираємо підматрицу, що побудована на стовпцях 1,2,3 матриці А; 


в) виділяємо з її підматрицу 
[image: image1162.wmf]B

~

 , що побудована на лінійно незалежних рядках 2,3,4 (рис. 8.2);


в) для побудови матриці С використаємо лінійно незалежні рядки 2,3,4 матриці А. Укладаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь для розрахунків елементів матриці С у матричному виді:


[image: image1163.wmf]B
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 (8.12)


г) Систему (8.11) записуємо у виді приєднаної матриці:
	4
	-1
	-5
	4
	-1
	-5
	1
	0
	3

	-8
	9
	25
	-8
	9
	25
	9
	18
	-11

	6
	5
	2
	6
	5
	2
	7
	1
	1



д) знаходимо матрицю С за допомогою операцій обернення й матричного множення. На рис. 8.2 формула масиву С16:Н18: 
=MMULT(MINVERSE(C12:E14);F12:K14)


е) виконуємо  перевірку за рівнянням А = ВС. Формула масиву D25:І28:

=MMULT(C7:E10;C16:H18)


Вхідна й розрахункова матриці А збігаються (з точністю до машинного нуля).
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Рисунок 8.2 – Виконання кістякового розкладання
8.3 Псевдообернена матриця  Мура-Пенроуза

В курсах алгебри доводиться: якщо А - квадратна й невироджена матриця, то для неї існує обернена матриця А-1. 


Якщо А :

· прямокутна  матриця розміром m(n (m ≠ n);

· або квадратна, але вироджена матриця, визначник якої дорівнює нулю, 

то матриця А не має оберненої й символ А-1 не має сенсу. 


Для довільної прямокутної матриці А існує "псевдообернена" матриця А+, що має деякі властивості оберненої матриці. У випадку, коли А - квадратна  невироджена матриця, псевдообернена матриця А+ збігається зі оберненою А-1

Нехай А- довільна прямокутна матриця розміру  m(n. Доведено, що існує єдина матриця А+ розміру m(n, що задовольняє співвідношенням:

А А+ А =А;   А+ А А+ = А+; А+ А=(А+ А)Т; А А+ = (А А+)Т. 
(8.13)


Ця матриця називається псевдооберненою. Якщо матриця А - квадратна й невироджена (m = n, Det(A) ≠ 0), то А+ = А-1.


Для побудови псевдооберненої матриці використовується кістякове розкладання. Доведено, що:

А+ = С+(B+ = CT((C(CT)-1((BT(B)-1(BT. 

(8.14)


Приклад 8.3


Розрахувати для (8.11) псевдообернену матрицю.

Розв’язання:

а) Розв’язання у середовищі Calc 


На рис. 8.3 наведений скріншот із проектом розрахунку псевдооберненої матриці (8.11)  за результатами розрахунку матриць В и С  у прикладі 8.2 . При його створенні формулу (8.14), занадто громіздку для прямого використання, розбили на співмножники й послідовно обчислили:

· матрицю (C CT)-1 розміром 3(3 у масиві B12:D14; формула масиву:

=MINVERSE(MMULT(G7:L9;TRANSPOSE(G7:L9)));
· матрицю CT (C CT)-1 розміром 6(3 у масиві G12:I17; формула масиву:

=MMULT(TRANSPOSE(G7:L9);B12:D14);

· матрицю  (BT B)-1 розміром 3(3 у масиві К13:М15; формула масиву:

=MINVERSE(MMULT(TRANSPOSE(C7:E10);C7:E10));
· матрицю (BT B)-1 BT розміром 4(3 у масиві K18:N20; формула масиву:

=MMULT(K13:M15;TRANSPOSE(C7:E10))
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Рисунок 8.3 – Розрахунок псевдооберненої матриці

Далі відбувається остаточна "збірка" - виконується розрахунок псевдооберненої матриці А+ = [CT((C(CT)-1]([(BT(B)-1(BT] розміром 6(4 у масиві С22:F27; формула масиву:

=MMULT(G12:I17;K18:N20);

б) Розв’язання у середовищі Scilab 


В Scilab є спеціальна функція pinv(A), що дозволяє автоматично розраховувати псевдообернену матрицю. У протоколі 8.3 наведено результат розрахунів

Протокол 8.3

-> A=[2,3,5,6,9,-1;...

4,-1,-5,1,0,3;...

-8,9,25,9,18,-11;...

6,5,2,7,1,1]

-> A  = 

    2.    3.    5.     6.    9.   - 1.

    4.  - 1.  - 5.     1.    0.     3.

  - 8.    9.    25.    9.    18.  - 11.

    6.    5.    2.     7.    1.     1.

-->pinv(A)

 ans  =

    0.0184728    0.0167394  - 0.0132727    0.0485148

  - 0.0426533  - 0.0310402    0.0078139    0.0722963

  - 0.0453840  - 0.0380426    0.0233597    0.0339494

    0.0078796    0.0050208    0.0006969    0.0529098

    0.1122983    0.0744006    0.0013949  - 0.0891963

    0.0257423    0.0213037  - 0.0124264  - 0.0016419


В 8.2 було відзначено, що кістякове розкладання не є  неоднозначним: за  матрицю В можна вибирати різні стовпці матриці А або їхні лінійні комбінації. При цьому будуть виходити й різні матриці С. Примітною властивістю псевдооберненої матриці є її незалежність від матриць В и С, використаних у кістяковому розкладанні: незалежно від вибору цих матриць виходить та сама   матриця А+.

8.4 Розв’язання систем недовизначених алгебраїчних рівнянь


Система :
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	(8.15)


при m<n є недовизначеною. У лінійній алгебрі доводиться, що така система має нескінченну множину рішень що  побудовані на основі фундаментального рішення. 


У загальному випадку система (8.15) може бути ще й несумісною. Задачу розв’язання недовизначеної та несумісної системи можна зробити однозначною, якщо накласти на розв’язок  додаткові умови. 


Вектор-стовпець х0 = (х01,x02,…,x0n)Т називається найкращим наближеним рішенням невизначеної  системи (8.15), якщо одночасно:

· при значеннях x1 = x01,x2 =x02,…,xn=x0n сума квадратів нев'язок (8.16) є мінімальною:
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(8.16)

· вектор х має найменшу довжину:
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 (8.17)


Показано, що система (8.15) при виконанні умов 8.4.3


а) завжди має одне й тільки одне найкраще наближене рішення;


б) це наближене рішення визначається за формулою:

х = А+(d, 




(8.18)

где А+ - псевдообернена матриця коефіцієнтів системи (8.15),


d – вектор-стовпець вільних членів системи (8.15).


Приклад 8.4.

Знайти найкраще наближене рішення системи:
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(8.19)


б) Розв’язання

Розв’язання проводимо у середовищі Scilab, де є функція розрахунків псевдооберненої матриці.

Матриця коефіцієнтів цієї системи збігається з (8.11), тобто , рядки матриці лінійно залежні. Прямою перевіркою (знаходженням коефіцієнтів лінійної комбінації) можна переконатися, що дана система є несумісною. У лістингу 8.4. наведено скрипт для проведення розрахунків. У протоколі 


Лістинг 8.4

A=[2,3,5,6,9,-1;...

4,-1,-5,1,0,3;...

-8,9,25,9,18,-11;...

6,5,2,7,1,1];

B=[8.3;5.1;2.5;1.2];

x=pinv(A)*B;//розрахунок розв’язку
disp('Результати')

disp('Система')

[A,B]//Розширена матриця коефіцієнтів
disp('Розв`язок')

x

disp('Розрахунок нев`язок')

for i=1:4

  bc(i)=A(i,:)*x;

end

d=(B-bc)^2;

[B,bc,d]

disp('Сума квадратів нев`язок')

sum(d)


Протокол 8.4

Результати

Система

 ans  =

    2.    3.    5.     6.    9.   - 1.     8.3

    4.  - 1.  - 5.     1.    0.     3.     5.1

  - 8.    9.    25.    9.    18.  - 11.    2.5

    6.    5.    2.     7.    1.     1.     1.2

Роз`вязок

 x  =

    0.2637316

  - 0.4060373

  - 0.4715662

    0.1562406

    1.2079709

    0.2892740

Розрахунок нев`язок 

 ans  =

    8.3    8.4714286    0.0293878

    5.1    4.8428571    0.0661224

    2.5    2.4142857    0.0073469

    1.2    1.2          3.994D-30

 Сума квадратів нев`язок'

 ans  =

    0.1028571

8.5 Поняття про коректно  й некоректно поставлені задачі


Видатний французький математик Ж. Адамар в 1902 р. увів поняття коректності й некоректності. Розглянемо операторное рівняння:

Ах = f,
 х(Х,
 f(F, 


(8.20)


де х – шуканий розв’язок, 


f - задана права частина, 


Х і F - деякі гільбертові простори;


А - заданий неперервний оператор (лінійний і нелінійний, інтегральний, диференціальний або алгебраїчний і т.д.).


Визначення. Задача розв’язання рівняння (8.20) називається коректною або коректно поставленою (well-posed), якщо:


а)  рішення існує,


б)  рішення є єдиним,


в)  рішення є стійким.


Якщо хоча б одне із цих умов не виконується, то задача називається некоректною або некоректно поставленою (іll-posed).


З погляду  класичної лінійної алгебри розв’язки перевизначених або недовизначених систем є некоректними, тому що порушуються перші 2 умови Адамара. Разом з тим, багато практичних задач у фізиці, електротехніці, хімії та інших науках виявляються некоректними. Із цього погляду  введення прийомів, описаних вище:

· відмова від поняття розв’язку, як вектору, що перетворює вирази в тотожності,

· введення поняття псевдорозв’язку й використання методу найменших квадратів, як основи для його одержання,

· введення поняття псевдооберненої матриці й найкращого рішення недовизначених систем,

дозволило перебороти обмеження перших двох умов коректності.


Істотною перешкодою в постановці коректних задач є нестійкість. Причини нестійкості для СЛАР розглянуті в розділі 2.5, вони пов'язані з більшими розходженнями у власних значеннях або сингулярних числах матриці коефіцієнтів.


Сучасний підхід до поняття коректності був уведений видатним радянським математиком академіком А.Н.Тихоновим. 

Деякі визначення, що ставляться до теорії коректності Тихонова:


а) множина М метричного підпростору називається компактною, якщо з будь-який послідовності елементів цієї множини можна виділити підпослідовність, що збігається до деякого елемента з М. При цьому будь яка множина, що є водночас:

· скінченновимірною,

· обмеженою,

· замкненою,

є компактною;.


б) оператор К, що діє із простору Ф у простір F:

К: Ф(F, 




(8.21)

називається цілком безперервним, якщо будь-яку обмежену множину простору Ф він переводить у множину, яка є  компактною в F. 


Такими можуть бути  будь-які оператори. Так, одиничний оператор Е, визначений, як ЕФ = Ф, є  цілком неперервним тільки, коли Ф є скінченновимірним простором. У противному випадку Е є обмеженим оператором, але не цілком неперервним. 


в) Теорема. Якщо К - цілком неперервний оператор, а Г - обмежений оператор , то оператори КГ, ГК  є цілком неперервними. 


г) Наслідок. У нескінченновимірному просторі цілком безперервний оператор К не може мати обмеженого оберненого оператора К-1 


Дійсно, у противному випадку одиничний оператор Е = К-1(К повинен бути цілком неперервним у нескінченновимірному просторі, але вище вказувалося несправедливість такого припущення. 


Цей наслідок є "головним винуватцем" нестійкості багатьох задач, у тому числі, розв’язання систем лінійних рівнянь. 


д) Теорема. Нехай Ф и F - метричні простори, причому М(Ф - компактна множина з Ф. Якщо оператор К є:

· неперервним;

· однозначно відображає множину М на множину N = КМ ( F, 

те обернений оператор К-1 є неперервним на множині N. 


Задача розв’язання операторного рівняння (8.20) називається коректно поставленою по Тихонову, якщо виконані наступні умови: 


а) апріорі відомо, що розв’язок рівняння (8.21):

· існує;

· й належить деякій заданій множині М ( Ф, тобто , f(N = KM; 


б) рішення є єдиним на множині М;


в) існує неперервна залежність розв’язку ( від правої частини  f, коли варіації  f не виводять розв’язок за межі множини М, тобто оператор К-1 є неперервним на множині N. 


Множина М, на образі  N = КМ якої оператор існує та є неперервним, називається множиною коректності. 


В умові в) неперервна залежність оберненого оператора гарантується тільки множині N, тобто стійкість задачі (8.20) досягається за рахунок звуження класу можливих розв’язків до множини М (або, що те ж саме, звуженням правих частин f до множини N). 


Тому задачу (8.20), коректну по Тихонову, називають також умовно-коректним задачами, а стійкість по Тихонову (тобто  умова 8.5.6 в)) - умовною стійкістю. 


З порівняння умов теореми 8.5.5 д)  і визначення коректності по Тихонову видно: якщо К - неперервний оператор, то множиною коректності для задачі (8.20) є компактна множина М простору Ф. 


Таким чином, якщо звузити клас шуканих рішень до компакту М, те:


а)  обернений оператор стане неперервним;


б)  малим погрішностям правої частини (8.20) будуть відповідати малі погрішності рішення. 


Висновок:  вибором розв’язку операторного рівняння (8.20) тільки з компактної множини М досягається його стійкість. Це є фундаментальним положенням, на якому ґрунтуються стійкі методи рішення некоректно поставлених задач. 


Для розв’язання  некоректних задач використовують метод регуляризації Тихонова. 


Суть методу. Розглянемо операторне рівняння (8.20), у якому замість точних А и f  відомі їхні наближення  
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де ( >0 и (>0 — погрішності правої частини й оператора (точніше, їхні верхні оцінки, тому в (8.22) і (8.23) використані знаки < , а не знаки =). 


Таким чином, замість системи (8.20) розв’язується система:
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У методі регуляризації Тихонова ставляться дві умови: 

· умова мінімізації нев'язкі  (8.22), як у методі найменших квадратів  Гаусса,

· умова мінімізації норми рішення типу (8.23),  як у методі псевдооберненої матриці Мура-Пенроуза. 


Це - задача умовної мінімізації й вона розв’язується методом невизначених множників Лагранжа:

||Ay-f||2 +( ||y||2 ( min, 


(8.25)


где ( - регулюючий множник, що грає роль множника Лагранжа


З (8.25), після диференціювання по y и прирівнювання похідної нулю одержуємо рівняння Тихонова:

((Е + АТА)y = ATf, 


(8.26)


где Е – одинична матриця.


Розв’язок у випадку системи лінійних рівнянь:

y = ((Е + АТА)-1ATf. 


(8.27)


Аналіз метода: 


а) якщо (=0, те метод регуляризації Тихонова переходить в метод найменших квадратів с вкрай нестійким розв’язком, але з мінімальною нев’язкою ||Ay-f||2;


б) зі збільшенням ( розв’язок становиться більш гладким та стійким. При цьому зменшується  норма розв’язку ||у||2, але збільшується нев’язка; 


в) при деякому помірному значенні ( розв’язок у буде мати водночас й помірну гладкість, й помірну нев’язку.  Деякі способи вибору  ( наведені нижче;


г) якщо δ, ((· 0, те ((  0 і:
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Тобто розв’язок у переходить у нормальний псевдорозв’язок.


Таким чином метод регуляризації Тихонова є узагальненням метода найменших квадратів Гаусса и метода псевдооберненого оператора Мура-Пенроуза.


Метод регуляризації Тихонова є стійким, тобто  виконується 3-й пункт коректності по Адамару. Ця стійкість обумовлена наступними обставинами:


а) оператор АТА в (8.27) є позитивно визначеним, тому всі його властиві значення є дійсними і ненегативними: ((АТА)(0, причому ((АТА)min=0; 


б) наявність доданку (Е в (8.27) збільшує всі величини  ((АТА) на (, тому (Е + ((АТА)min = (; 


в) внаслідок  б):



1) оператор (Е + АТА становиться оборотним, 


2) норма оберненого оператора ||(Е + АТА||-1 = 1/( (( и задача становиться стійною.


Способи вибору параметра регуляризації (:


а) спосіб норми нев’язкі:  ( вибирається з умови:

||(Е + АТА|| = (.




 (8.29)


Якщо ||f|| > (, то розв’язок рівняння (8.29) відносно (:


- існує;


- є єдиним;


б) спосіб підбору: знаходять розв’язки в для ряду "розумних" значень  ( і остаточний вибір   робиться на основі додаткової інформації про розв’язки, в основному, візуально. Спосіб досить нагадує вибір контрасту телезображення. Якщо під зображенням мати на увазі величину у то:


- зменшення ( відповідає підвищенню нестійкості рішення у, тобто збільшенню контрасту зображення, 


- навпаки, збільшення (  відповідає зменшенню контрасту.

Незважаючи на простоту, спосіб підбору може бути досить ефективним у випадку, коли наявна певна інформація про розв’язок (ступінь гладкості, число екстремумів і т.д.), а також виконана обробка попередніх "близьких" прикладів, що дозволяє виділити область можливих значень;


в) асимптотичний спосіб, заснований на наступній залежності: при ( = 0 и δ (0:

α = C(2, 




(8.30)


де С > 0 — деяка константа. 


Цій спосіб можна використовувати при малих δ.

Приклад 8.5


Провести дослідження стійкості і побудувати розв’язок системи перевизначених рівнянь. Коефіцієнти рівнянь і вільні члени наведені у табл. 8.1

Таблиця 8.1 – коефіцієнті і вільні члени системи рівнянь

	NN
	Коефіцієнти при невідомих
	bi

	
	x1
	x2
	x3
	x4
	

	1
	0,9
	5,26
	2,68
	1,51
	11,51

	2
	1,59
	0,61
	4,13
	1,75
	3,29

	3
	2,66
	3,22
	7,75
	3,23
	10,03

	4
	5,66
	0,29
	2,93
	4,85
	2,4

	5
	7,1
	1,65
	4,85
	6,33
	6,04

	6
	4,38
	4,3
	2,27
	4,16
	9,91

	7
	9,67
	0,7
	4,24
	8,23
	4,08

	8
	0,28
	8,1
	4,61
	1,5
	18,04

	9
	5,13
	3,13
	0,15
	4,43
	6,58

	10
	5,14
	3,61
	4,78
	4,95
	9,66

	11
	5,42
	6,63
	7,01
	5,7
	16,64

	12
	0,26
	8,53
	1,47
	1,21
	17,37

	13
	4,52
	7,38
	7,29
	5,08
	18,15

	14
	1,38
	4,41
	3,17
	1,86
	10,21

	15
	7,78
	1,25
	6,04
	6,95
	5,86

	16
	3,92
	5,24
	6,43
	4,3
	13,43

	17
	4,45
	3,33
	2,23
	4,12
	7,9



Розв’язання

Укладаємо в середовищі Scilab програму розрахунків (лістинг 8.5 А), що містить такі частини:


а) уведення коефіцієнтів системи і вільних членів у вигляді  матриці а;


б) розподіл уведеної матриці на :

· матрицю коефіцієнтів А;

· вектор-стовпець вільних членів В;


в) розрахунок  АТ∙А і АТ∙В;


г) розрахунок числа обумовленості матриці АТ∙А;


д) розрахунок  розв’язку:  хх=(АТ∙А)-1∙(АТ∙В).


Лістинг 8.5А
a=[0.9
5.26
2.68
1.51
11.51;

1.59
0.61
4.13
1.75
3.29;

2.66
3.22
7.75
3.23
10.03;

5.66
0.29
2.93
4.85
2.4;

7.1
1.65
4.85
6.33
6.04;

4.38
4.3
2.27
4.16
9.91;

9.67
0.7
4.24
8.23
4.08;

0.28
8.1
4.61
1.5
18.04;

5.13
3.13
0.15
4.43
6.58;

5.14
3.61
4.78
4.95
9.66;

5.42
6.63
7.01
5.7
16.64;

0.26
8.53
1.47
1.21
17.37;

4.52
7.38
7.29
5.08
18.15;

1.38
4.41
3.17
1.86
10.21;

7.78
1.25
6.04
6.95
5.86;

3.92
5.24
6.43
4.3
13.43;

4.45
3.33
2.23
4.12
7.9];

for i=1:17

    for j=1:4

      A(i,j)=a(i,j);

    end 

    B(i)=a(i,5); 

end

//[A,B]

A1=A'*A

disp('Число обумовленості')

cond(A1)

AA=inv(A1);

xx=AA*(A'*B)


Результати розрахунків наведені у протоколі 8.5А. З них випливає, що число обумовленості матриці АТ∙А (відношення її сингулярних чисел, див. 2.5). є дуже великим (16588031). Це вказує на нестійкість розв’язку системи 


Протокол 8.5А

A1  =

    405.8436    212.7889    316.0075    377.5191  

    212.7889    379.373     293.683     237.5405  

    316.0075    293.683     380.9561    320.2764  

    377.5191    237.5405    320.2764    357.7698  

Число обумовленості   

 ans  =

    16588031.  

 xx  =

  - 5.569097   

    1.2500145  

  - 0.2514404  

    7.0670086  


Для встановлення величини нестійкості використаємо метод математичного моделювання:


а) проводимо 1000 випадкових випробувань за таким алгоритмом:

· додаємо до кожного із значень  вільних членів Вi (і=1,2,…,n) невеличкі збурення у вигляді випадкових чисел, що рівномірно розподілення від -0,01 до +0.01,
· розраховуємо збурений розв’язок і запам’ятаємо його;


б) за результатами випробувань знаходимо мінімальне і максимальне значення кожного з розв’язків, по їх величині визначаємо, чи є відхилення слабкими чи сильними. 


Скрипт для розрахунків наведено у лістингу  8.5Б. Результати розрахунків наведені у таблиці 8.2


Лістинг 8.5Б

//випадкові випробування

Z=zeros(4,1000);

for i=1:1000

  B1= B-0.01*(1-2*rand());

  xxx=AA*(A'*B1);

  Z(:,i)=xxx;

end

for i=1:4

  [i,min(Z(i,:)), max(Z(i,:))]

end  


Таблиця 8.2 Розв’язки системи рівнянь (табл.. 8.1) при внесенні збурень
	i
	Значення хі

	
	Не збурене
	Мінімальне
	Максимальне

	1
	- 5.569
	- 5.803
	-5.335

	2
	1.250
	1.222
	1.278

	3
	- 0.251
	- 0.281
	-0.222

	4
	7.067
	6.773
	7.361



Як випливає з табл. 8.2, відгук невідомих х1 й х4 є майже у 50 разів вище за збурення вільного члену, тобто, система показує нестійкість за цими змінними.


Далі проводимо побудову стійкого розв’язку  за Тихоновим. Для вибору параметра регуляризації скористуємося способом норми нев’язки (див. рівняння (8.29)). Користуючись тим, що:

· стійкість розв’язку характеризується числом обумовленості, 

· розв’язок можна вважати відносно сталим, коли число обумовленості є меншим за 103 (див. приклад 2.4), 

умову (8.29) можна записати у виді:

cond((Е + АТА) < 103.



 (8.31)


Додатковою умовою для вибору параметру регуляризації може бути деяка апріорна або апостеріорна інформація про систему, що може бути відома з фізичного сенсу реальної задачі, що приводить до заданої системи рівнянь. Частіше за все ця інформація стосується величини допустимого середнє квадратичного відхилення величин вільних членів Bi й визначається експериментально для реальних фізичних або технічних задач. Припустимо, що у випадку, що розглядається, середнє квадратичне відхилення не перевищує 0,05. Тоді умовою для вибору ( може бути таке міркування: залишкове середнє квадратичне відхилення, що характеризує різницю між розрахованими ї заданими величинами Вi, не повинно перевищувати середнє квадратичну похибку визначення цих коефіцієнтів у 2 рази:
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(8.32)


де m=17, n = 4 – відповідно кількість рівнянь і невідомих,
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B

s

= 0,05 – стандартне відхилення вільних членів.


Це міркування запозичене з математичної статистики і регресійного аналізу, зокрема перевірки адекватності моделі. Адекватність перевіряють за допомогою відношення дисперсій (критерій Фішера), і це відношення при невеликої кількості точок і змінних не перевищує 4. Тобто квадратний корінь з цього відношення ( відношення середнє квадратичних відхилень( не перевищує 2.

Текст скрипта для розрахунків наведено в лістингу 8.5В.  Він передбачає наступний алгоритм:


а) в системі  (АТ∙А) Х = АТ∙В ділимо кожне рівняння на діагональний елемент азі. Одержимо СЛАР, що:

· має той же самий розв’язок, що й первинна система,

· усі діагональні елементи цей системи дорівнюють 1

б) для одержання збуреної системи до діагонального елементу додаємо невелике значення (,


в) проводимо серію розрахунків з різними значеннями  (, що надає можливість дослідити її вплив на число обумовленості,  стійкість розв’язків і величину (.


Лістинг 8.5В

a=[0.9
5.26
2.68
1.51
11.51;

1.59
0.61
4.13
1.75
3.29;

2.66
3.22
7.75
3.23
10.03;

5.66
0.29
2.93
4.85
2.4;

7.1
1.65
4.85
6.33
6.04;

4.38
4.3
2.27
4.16
9.91;

9.67
0.7
4.24
8.23
4.08;

0.28
8.1
4.61
1.5
18.04;

5.13
3.13
0.15
4.43
6.58;

5.14
3.61
4.78
4.95
9.66;

5.42
6.63
7.01
5.7
16.64;

0.26
8.53
1.47
1.21
17.37;

4.52
7.38
7.29
5.08
18.15;

1.38
4.41
3.17
1.86
10.21;

7.78
1.25
6.04
6.95
5.86;

3.92
5.24
6.43
4.3
13.43;

4.45
3.33
2.23
4.12
7.9];

for i=1:17

    for j=1:4

      A(i,j)=a(i,j);

    end 

    B(i)=a(i,5); 

end

disp('Незбурена система')

A1=A'*A;

B1=A'*B;

for i=1:4

  lambda=A1(i,i);

   for j=1:4

     A1(i,j)=A1(i,j)/lambda;

   end 

   B1(i)=B1(i)/lambda;  

end  

[A1,B1]  

disp('Число обумовленості')

cond(A1)

disp('Розв`язок')

X=inv(A1)*B1;

X'

s=sum((A*X-B)^2);

disp('Залишкове середнє квадратичне відхилення')

sig=sqrt(s/13)

alpha=1

while alpha > 0

  disp('Збурення')

  alpha=input('alpha')

  A2=A1;

  for i=1:4

    A2(i,i)=A1(i,i)+alpha;

  end

  disp('Число обумовленості')

  cond(A2)

  disp('Розв`язок')

  X1=inv(A2)*B1;

  X1'

  s1=sum((A*X1-B)^2);

  disp('Залишкове середнє квадратичне відхилення')

  sig1=sqrt(s1/13)

end


Результати досліджень наведені у табл. 8.3. З цих даних випливає наступне:

Таблиця 8.3 – Вплив величини ( на розв’язок системи (табл. 8.1) та її характеристики
	(
	cond
	(
	x1
	x2
	x3
	x4

	0
	1,64∙107
	0,0493
	- 5,5691
	1,2500
	- 0,2514
	7,0670

	0,001
	3336
	0,0555
	- 0,0699
	1,9333
	0,4406
	0,1909

	0,002
	1669
	0,0604
	-0,0691
	1,9294
	0,4429
	0,1903

	0,003
	1112
	0,0677
	-0,0686
	1,9257
	0,4451
	0,1902

	0,004
	835
	0,0767
	-0,0682
	1,9218
	0,4473
	0,1901

	0,005
	668
	0,0868
	-0,0679
	1,9181
	0,4494
	0,1902

	0,006
	557
	0,0977
	-0,0675
	1,9144
	0,4515
	0,1902

	0,007
	478
	0,1090
	-0,0671
	1,9106
	0,4535
	0,1903



а) із зростанням ( від 0 до 0,001 відбувається різке (на 4 порядки) зменшення числа обумовленості і значні зміни розв’язків, особливо x1,x4 , що зменшуються майже на 2 порядки, а також x3, що змінює знак. Із подальшим зростанням ( спостерігається повільне зменшення числа обумовленості, збільшення ( і зміни компонентів вектору розв’язків. Критичне значення (, більше якого величини ( становляться занадто великими, спостерігається між 0,006 і 0,007. Тому можна вважати, що стійкий розв’язок знаходиться при (=0,006. При цьому вектор розв’язку складає:


Х = (-0,0675; 1,9144; 0,4515;0,1902), 

він задовольняє наведеним критеріям щодо величини  (, одержаним з фізичного змісту задачі та даних спостережень.

8.6 Обчислення властивих значень і властивих векторів матриць


Якщо перша за значимістю задача прикладної алгебри – це розв’язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь, те друга - це знаходження властивих значень і властивих векторів квадратних матриць,  тобто , знаходження всіх значень ( і векторів С, які відповідають їм, що є розв’язками рівняння:

АС = (С, 




(8.33)


де А – квадратна матриця розмірами n(n.


Числа  ( називають властивими значеннями матриці А, вектора С – властивими векторами матриці А.


Суть алгебраїчного рішення полягає в тім, що вираження (8.33) приводиться до виду:

С(А-(Е) = 0,



 (8.34)


де Е – одинична матриця.


Єдиний розв’язок однорідної системи (8.34) лінійних алгебраїчних рівнянь існує тоді й тільки тоді, коли визначник матриці коефіцієнтів дорівнює нулю, тобто

 Det(() = |А-(Е| = 0. 


(8.35)


Рівняння (8.33)  і визначник, який розкривають, називаються характеристичним рівнянням і характеристичним визначником.


Знаходження власних векторів полягає в розкритті визначника (8.35) і одержання на його основі алгебраїчного рівняння n-й ступеня відносно (  (характеристичне рівняння). Розв’язуючи отримане рівняння (як правило, чисельно), одержують значення  (.


У відповідності до основної теореми алгебри, алгебраїчне рівняння n-й ступеня має рівно n коренів, дійсних або комплексно-спряжених. Тому квадратна матриця загального виду має рівно n власних значень, у тому числі  дійсних, комплексно-спряжених і кратних.


Властиві вектори знаходять  шляхом розв’язання системи (8.33) при отриманих значеннях  (. Властиві вектори визначаються з точністю до співмножника, тому одному з компонентів надають яке-небудь числове значення, і по ньому знаходять інші компоненти.


На практиці найчастіше  виникає задача знаходження властивих значень і векторів симетричних матриць. Такі задачі виникають у математиці (теорія квадратичних форм), механіці, фізиці, хімії, астрономії. Уперше такі задачі виникли в астрономії при вивченні вікових рухів планет. Тому визначник (8.35) для симетричних матриць іноді називають віковим (секулярним) визначником. 


Корисна властивість симетричних матриць полягає в тім, що їхні власні значення завжди є  дійсні числа.


Для знаходження властивих значень і властивих векторів в 19-початку 20 століття була розроблена безліч методів, спрямованих на розкриття характеристичного визначника або виділення окремих властивих значень, наприклад, найбільших за модулем. Ці методи були орієнтовані на "ручні" розрахунки й виявилися неефективними при комп'ютерній реалізації. Єдине досягнення методів 19 століття, що знайшло застосування в сучасних комп'ютерних програмах - це ітераційний метод обертань Якобі. Він був опублікований в 1846 р., але виявився незручним для "ручних" розрахунків і був надовго забутий. Його перевідкрили знову в 1952 році, коли фізикам, що займалися проблемою атомної зброї, знадобилося вирішувати задачі визначення власних значень і власних векторів симетричних матриць високої розмірності. Всі кращі "ручні" методи, застосовні до завдань максимум 5(5, виявилися непридатними для рішення з матрицями 100(100 і вище. Метод Якобі виявився добре пристосованим для цієї мети.


Метод Якобі (метод обертань) можна використовувати лише для симетричних матриць. Він полягає в тому, що ми намагаємося перетворити матрицю А до діагональному виду :

D = T-1(A(T 



(8.36)


де Т – ортогональна матриця перетворень, Т=Т-1.


В ітераційному процесі перетворення Т розщеплюють на послідовність двовимірних перетворень Т1Т2Т3... (=Т), кожне з яких має вигляд (8.37): 
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В (8.37) всі позадіагональні елементи, крім двох зазначених с и s, дорівнюють нулю. При цьому, з умови ортогональності,  с2 + s2 = 1, і величини с и s - суть cos(   і sіn(  , де (  - кут, на який виробляється обертання вихідної матриці з наступним дзеркальним відбиттям у площині (xі,xk).


У класичному варіанті методу Якобі на кожному кроці виробляється перетворення у нуль максимального за модулем елементу aіj. Оскільки матриця - симетрична, можна обмежитися операціями тільки з наддіагональними елементами, коли k > і. 


Для перетворення в нуль елементу aik(0 величини  с и s слід розраховувати по формулах:
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де
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(8.40)


У цьому випадку отримаємо матрицю В = Т-1mATm зі зміненими и i-м та k-м стовпцями та рядками:

	bii=c2aii+s2akk+2csaik
	(8.41)

	bkk=s2aii+c2akk-2scaik
	

	bik=bki=0
	

	bij=bji=caji+sajk
	j=1,2,…,n, j(i, j (k
	

	bkj=bjk=caji-sajk
	
	

	bji = aji в інших випадках
	



У процесі перетворень виконується співвідношення:

bii2 + bkk2 = aii2 + akk2 + 2aik, 


(8.42)


а)  сума діагональних елементів збільшується;


б) на таку ж величину зменшується сума позадіагональних елементів.


Звідси виходить збіжність до діагональної матриці.


На практиці обчислювальний процес закінчують, коли найбільший за модулем позадіагональний елемент не перевищує заданого малого числа ( .


Якщо одночасно з перетвореннями Т-1АТ проводити подібне перетворення Т-1ЕТ з одиничною матрицею, те після діагонализації одержимо матрицю, стовпцями якої є ортонормовані властиві вектори матриці А, тобто , 


тобто: 


а) скалярні добутки векторів-стовпців з різними індексами є нульовими:
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б) довжина (модуль) кожного вектору дорівнює 1:
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Метод Якобі є  чисельно стійким, швидкість збіжності пропорційна n2. Він може застосовуватися у випадках кратних власних значень. Особливості програмування: 


а) у багатьох програмах використовують властивість симетрії матриці й записують її не у вигляді матриці n(n, а у вигляді вектора розміром n(n+1)/2, як  компоненти якого записують діагональні й наддіагональні елементи по черзі 1,2,...,n-й рядків. Це дозволяє заощаджувати пам'ять, що істотно для матриць великого розміру при використання комп’ютерів попередніх генерацій;


б) для забезпечення стійкості необхідно примусово робити нульовим елемент що виключається.


Розглянутий метод називається  методом Якобі з вибором головного елемента.  Його недолік: на кожній ітерації доводиться переглядати всі наддіагональні елементи в кількості n(n-1)/2 штук.  У випадку матриць великої вимірності це стає  фактором, що лімітує, розрахунки. У цьому випадку ефективніше застосувати варіант методу, що називається методом Якобі з перешкодами. У цьому методі перед початком обчислювального процесу створюється послідовність перешкод, наприклад, 1,0.1,0.01,...,0.1(k . У процесі перегляду знаходили перший позадіагональний елемент, більший ніж поточна перешкода, і виключали його. Якщо всі елементи виявлялися менше поточної перешкоди - переходили до наступної перешкоди. Процес повторювали доти  , поки не була пройдена остання перешкода.


У порівнянні з методом вибору головного елемента, метод з перешкодами вимагає більшого числа ітерацій. Однак їхнє збільшення компенсується  меншою глибиною перегляду наддіагональних елементів, тому загальний час виконання розрахунків скорочується.

Розрахунок властивих значень і властивих векторів квадратних матриць входить до складу вільності пакетів прикладної математики. Зокрема у Scilab є функція spеc(A), що дозволяє розраховувати властиві значення (дійсні або комплексні) для симетричних і несиметричних матриць. Якщо використовувати конструкцію: [A,C] =spec(X), те разом з властивими значеннями, видаються у формі діагональної матриці А, де за зменшенням розташовані властиві значення, розраховують матрицю ортонормованих властивих векторів С.

Приклад 8.6  


Розрахувати властиві значення і властиві вектори матриці:

	1
	2
	3
	4
	5

	6
	7
	8
	9
	10

	11
	12
	13
	14
	15

	16
	17
	18
	19
	20

	21
	22
	23
	24
	25



Розв’язання


Скрипт для розрахунків наведено у лістингу 8.6. Результати розрахунків наведено у протоколі 8.6


Лістинг 8.6

x=[1,2,3,4,5;6,7,8,9,10;11,12,13,14,15;...

16,17,18,19,20; 21,22,23,24,25]

[A,C]=spec(x)


Протокол 8.6

--> x  =

    1.     2.     3.     4.     5.

    6.     7.     8.     9.     10.

    11.    12.    13.    14.    15.

    16.    17.    18.    19.    20.

    21.    22.    23.    24.    25.

 C  =

  - 3.6420807    0            0                         0                         0

    0            68.642081    0                         0                         0

    0            0          - 7.589D-16 + 2.455D-15i    0                         0

    0            0            0                       - 7.589D-16 - 2.455D-15i    0

    0            0            0                         0                         8.826D-16

 A  =

    0.6749528    0.1079750  - 0.1327617 - 0.2053395i  - 0.1327617 + 0.2053395i  - 0.2214371

    0.3603897    0.2527750  - 0.1572340 + 0.3408620i  - 0.1572340 - 0.3408620i  - 0.1644165

    0.0458266    0.3975750    0.1626635 - 0.1006141i    0.1626635 + 0.1006141i    0.8772275

  - 0.2687366    0.5423751    0.6774220                 0.6774220               - 0.3754570

  - 0.5832997    0.6871751  - 0.5500898 - 0.0349084i  - 0.5500898 + 0.0349084i  - 0.1159169

Контрольні запитання


1 Яка СЛАР називається перевизначеної?


2 Постановка задачі знаходження розв’язку перевизначеної СЛАР.


3 Надати визначення поняття псевдорозв’язку  перевизначеної СЛАР.


4 Сутність методу найменших квадратів для розв’язання перевизначеної СЛАР.


5 Алгоритм розв’язання перевизначеної СЛАР методом найменших квадратів


6 Чому псевдорозв’язок узагальнює поняття точного розв’язку СЛАР?


7 Зміст поняття «нормальна система» стосовно розв’язання перевизначеної СЛАР. Властивості нормальної системи.


8 Сутність кістякового розкладання прямокутних матриць.


9 Вимоги до рангів матриць при кістяковому розкладанні.


10 Чи є кістякове розкладання однозначним?


11 Алгоритм побудови кістякового розкладання.


12 Зміст поняття «псевдообернена матриця». Чому це поняття узагальнює поняття «обернена матриця»?


13 Яка процедура використовується для побудови псевдо оберненої матриці?


14 Властивості псевдо оберненої матриці Мура-Пенроуза


15 Алгоритм побудови псевдо оберненої матриці Мура-Пенроуза


16 Зміст поняття «недовизначена система»


17 Яким чином можна зробити однозначною процедуру розв’язання недовизначеної несумісної СЛАР?


18 Зміст поняття «нев’язка»


20 Сутність розв’язання недовизначеної несумісної СЛАР


21 Зміст поняття коректності за Адамаром


22 Яким чином в сучасній математиці знімаються  умови Адамару стосовно існування єдиного розв’язку задач? Що є найбільшою перешкодою для постановки коректних задач?


23 В чому полягає сутність постановки коректних задач за Тихоновим?


24 Чому задачі коректності по Тихонову називають умовно-коректними?


25 Яка процедура використовується для розв’язання некоректних задач по Тихонову? В чому її сутність?


26 Які умови ставляться в методі регуляризації по Тихонову?


27 Як залежить розв’язок операторного рівняння від величини регулюючого множника в методі Тихонова?


28 Чому метод регуляризації Тихонова є узагальненням метода найменших квадратів Гаусса и метода псевдооберненого оператора Мура-Пенроуза?


29 Чим обумовлена стійкість методу регуляризації Тихонова


30 За якими методами можна підбирати регулюючий множник?


31 Постановка задачі знаходження властивих значень і властивих векторів матриць?


32 Зміст понять «характеристичне рівняння»ю «характеристичний визначник»


33 Скільки властивих значень має квадратна матриця розміром n(n? Якими вони можуть бути?


34 Чи є однозначним знаходження властивих секторів матриць?


35 Які особливості мають симетричні матриці з позиції знаходження властивих значень?


36 Сутність методу обертань Якобі знаходження властивих значень і векторів.


37 Який принцип вибору головного елементу в класичному варіанті методу Якобі? В чому його недолік?


38 До чого зводиться алгоритм обертань на кожному кроці методу Якобі?


39 Яку систему властивих векторів можна отримати внаслідок реалізації методу обертань Якобі?


40 Яка матриця використовується за початкове наближення для розрахунків властивих векторів за методом Якобі?


41 Властивості та особливості методу Якобі з точки зору програмування


42 Сутність алгоритму методу Якобі з перешкодами.


43 У чому особливості і достоїнства методу Якобі з перешкодами?
Тема 9. АПРОКСИМАЦІЯ МЕТОДОМ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ. ЕЛЕМЕНТИ СПЛАЙН-АПРОКСИМАЦІЇ

9.1 Апроксимація функцій методом найменших квадратів


Якщо значення функції f(x) отримані в результаті експерименту з випадковими погрішностями (шумами), для апроксимації розумніше застосовувати середнє квадратичні наближення, які:

· згладжують окремі локальні помилки спостережень;

· краще представляють реальну функціональну залежність.


Ілюстрація розходження між інтерполяцією й середнє квадратичною апроксимацією наведена на рис. 9.1. Як виходить з рис. 9.1:

· лінія інтерполяції проходить через всі точки, створюючи досить вигадливу залежність, якої не може відповідати  фізичному змісту задачі, 

· лінія середнє квадратичної апроксимації проходить усереднено й по своїй конфігурації є більше "природної" і простий.

[image: image1184.png]




Рисунок 9.1 – Методи наближення експериментальної залежності шляхом інтерполяції (1) і середнє квадратичної апроксимації (2)

Для побудови найкращого середньоквадратичного наближення використається метод найменших квадратів (МНК) наступним чином:

а) нехай функція f(x) задана значеннями, які можуть містити випадкові помилки, на дискретній або неперервній множині Х ( [a,b];

б) оберемо систему лінійно незалежних на Х функцій (0(х), (1(х),…,(n(x) і розглянемо їх усілякі лінійні комбінації:
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в) будемо апроксимувати функцію f(x) узагальненим поліномом (6.74). За принципом найменших квадратів (див. 4.1),   коефіцієнти с0,с1,...,сn узагальненого полінома (6.74) визначаються з умови мінімуму функціонала:
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(9.2)


г) для визначення мінімуму функціонала (9.2) дорівнюємо нулю його частинні похідні по невідомих параметрах:
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(9.3)


д) функціонал Ф(с0,c1,...,cn) суть квадратична форма відносно аргументів. Згідно з теорією квадратичних форм, наявна лише єдина стаціонарна точка, для якої виконується умова (7.3). Через позитивну визначеність цієї квадратичної форми стаціонарна точка буде точкою мінімуму.


е) розділяючи відомі й невідомі в (9.3), одержуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь (9.4), що називають нормальною системою:
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(9.4)


ж) визначник системи (9.4) – це визначник грамма. У випадку лінійно незалежних функцій  (0(х), (1(х),…,(n(x) цей визначник відрізняється від нуля. У цьому випадку коефіцієнти с0,c1,...,cn визначаються однозначно.


Відмітимо, що постановка задачі є цілком аналогічною до задачі розв’язання системи перевизначених рівнянь. Нормальна система є симетричною, для її рішення можна використати метод квадратного кореня або Жордана-Гаусса. Якщо вимірність системи велика, то матриця системи може стати погано обумовленої, і параметри апроксимації визначаються з більшими погрішностями. У цьому випадку можна використовувати тихонівский підхід.

Найбільш просто параметри апроксимації с0,c1,...,cn визначаються, коли базисні функції  (i(x) (і = 1,2,...,n) є ортогональними на множині Х:

((i,(j) = 0 (i (j). 




(9.5)


При такому виборі базисних функцій матриця системи (9.4) стає діагональною, і параметри сі визначаються просто діленням скалярних добутків:
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(9.6)


Параметри сi  називають узагальненими коефіцієнтами  Фур'є функції f(x) щодо системи ортогональних функцій {(i(x)}0n.


Переваги ортогонального базису:

· простота обчислень;

· при збільшенні розмірності базису всі попередні коефіцієнти не змінюються (у будь-якій неортогональній системі всі обчислення коефіцієнтів треба робити заново);

· стійкість результатів, можливість використання для рішення завдань із більшою кількістю параметрів.


Властивості ортогонального базису:


а) сума квадратів відхилень:
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(9.7)


Оскільки 
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, те з (9.7) випливає нерівність:
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(9.8)


б) якщо базисні функції {(i(x)}0n є ортонормованими,  то для коефіцієнтів Фур'є виконується нерівність Бесселя:
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(9.9)


В силу рівності (9.9) при збільшенні порядку n узагальненого полінома 
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погрішність середнє квадратичного наближення 
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Якщо:
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(9.10)

те говорять, що послідовність узагальнених поліномів по ортогональній системі збігається в середньому до функції f(x). 

Збіжність у середньому пов'язана з поняттям повноти системи базисних функцій. Якщо система функцій (0(х),(1(х),(2(х)… є повною в лінійному нормованому просторі L, те для будь-якої функції f(x)(L і будь-якого  (>0 існує узагальнений  поліном n-го порядку:
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(9.11)

такий, що ||f - (||<(. В цьому випадку ряд  
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  збігається до функції f(x) в метриці L, тобто для n-й часткової суми Sn(x) = ((х) виконується співвідношення:
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 (9.12)


Узагальнений  ряд  Фур'є 
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 для довільної функції 
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 по повній ортонормированої системі функций (0(х),(1(х),(2(х)… збігається у середньому до  f(x). 


Умова повноти ортонормированой системи функцій еквівалентно тому, що для будь-якої функції 
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(9.13)


де сі - коефіцієнти Фур'є функції f(х) по даній системі функцій.


Вираз (9.13) називається  рівністю Парсеваля. Він виходить  із нерівності Бесселя (9.9) при n((.


Рівність (9.13) називають також  рівнянням замкнутості. У просторі  
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 поняття замкнутості й повноти еквіваленти.


Якщо X - дискретна множина точок х0, х1 ..., хm, то будь-яка система (m + 1)-й функцій, лінійно незалежних на множині точок X, буде повною на цій множиніі.

9.2 Точкова апроксимація функцій методом найменших квадратів

Нехай у результаті спостережень на дискретній множині точок  х0, х1 ..., хm отримана таблиця значень функції f(x): y0=f(x0); y1=f(x1),...,ym=f(xm). Побудуємо на цій множині середнє квадратичне   наближення  у  вигляді  узагальненого  полінома:
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Допущення: значення аргументу визначені значно точніше, ніж значення функції.:


Принцип найменших квадратів: потрібно, щоб зважена сума квадратів відхилень значень узагальненого полінома  ((х) від заданих значень функції f(х) у всіх вузлах хі(і = 0, 1,...n) була мінімальною:
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Параметри полінома ((х) визначають з умови мінімуму Ф:
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(k = 1,2,…,n)


Значення цих параметрів є розв’язками системи алгебраїчних рівнянь (9.17), яки можна отримати внаслідок перетворень рівнянь (9.16):
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(k = 1,2,…,n)


Якщо в методі найменших квадратів n=m, то точкова середнє квадратична апроксимація алгебраїчним многочленом збігається з інтерполяцією поліномом Лагранжа. На практиці кількість шуканих параметрів вибирають значно меншою за кількістю  числа спостережень: n<<m. Тоді випадкові помилки окремих вимірів погашають один одного й розв’язання стає більше достовірним.


Вибір базисних функцій  (i(х) (і = 0, 1, ..., n) частіше за все диктується фізичним змістом задачі, для якої отримані експериментальні дані. Іноді ті самі   вихідні дані майже з однаковою точністю вдається згладити кривими, що є  зовсім різними за функціональною природою .


Найбільш часто на практиці вважають (i(x) = xi, тобто , як апроксимуючу функцію використовують многочлен:

((х) = с0 + с1х + ...+cnxn. 



(9.18)


Ступінь многочлена вибирають значно менше, ніж кількість точок.


У випадку поліноміальної апроксимації система рівнянь (9.17) має вигляд:
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(k = 1,2,…,n)


Ваги pі призначені, щоб урахувати різну точність (погрішність) у різних точках:


а)  якщо точність по всьому масиві даних є однаковою - дані називаються рівноточними, і ваги всіх спостережень уважають однаковими. У результаті відбувається їхнє скорочення в рівняннях (9.17). Це еквівалентно тому, що в рівноточних спостереженнях всі ваги рівні 1;


б)  у випадку нерівноточніх спостережень ваги будуються на основі середнє квадратичних відхилень  і в кожній точці yі:

· обчислюється узагальнене среднеквадратическое відхилення: 
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· вагу i-го спостереження розраховують  по формулі:
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Відмітимо, що задача, що є аналогічною (9.17) – це задача регресійного аналізу у математичної статистиці й аналізі даних. Задачі регресійного аналізу полягають у наступному: по заданої сукупності результатів спостережень, що містять статистичні похибки, необхідно знайти коефіцієнти заданого рівняння зв’язку змінних і дослідити їх статистичні властивості. Перша частина задачі розв’язується методом найменших квадратів, аналогічно розглянутому вище. При цьому виникає питання оцінки, наскільки добре рівняння описує дані. 


Нехай є набір даних у вигляді таблиці, що містить:

· n стовпців вхідних змінних x1,x2,…,xn (вони називаються факторами);
· стовпець вихідної змінної y.

Нехай відоме, що зв'язок між змінними (функціональний або функціонально-стохастичний) задається моделлю:
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= f(x1,x2,…,xn, a0,…,aq), 



(9.22)


де a0,…,aq – параметри моделі, що підлягають визначенню.


Для визначення параметрів використовується МНК, тобто розбудовується функціонал (9.23):
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Порівнюючи, можна прийти до висновку, що функціонали (9.15) і (9.23) збігаються з точністю до позначень, тому:

· для розв’язання задач (9.15) і (9.23) можна використовувати ті ж самі методі,

· при інтерпретації результатів можна використовувати ті ж самі характеристики.

У регресійному аналізі прийнято важливою характеристикою вибірки значень вихідної величини є загальна сума квадратів відхилень:
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де 
[image: image1215.wmf]m
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 - середнє арифметичне значення у.


Доведено, що для виявленої регресійної залежності (9.22) сума квадратів (9.24) може були представлена у виді суми двох складових:
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Перше складове:
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(9.26)

називається залишковою сумою квадратів. Воно характеризує відхилення величин у, що задані й розраховані за рівнянням моделі (9.22) (при величині параметрів a0,…,aq, що забезпечують мінімум функціоналу (9.23)), тобто, є мірою якості моделі. Чим менше ця величина, тим ближче рівняння моделі до даних.


Друге складове:


[image: image1218.wmf](

)

å

=

-

=

m

1

i

2

i

2

.

рег

y

y

~

SS





(9.27)

називається сумою квадратів відхилень відносно регресії, воно характеризує розсіяння точок, що лежать на лінії регресії, відносно середнього.


За міру якості моделей в регресійному аналізі використовують:


залишкову дисперсію:
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де m-q носить назву кількості ступенів волі. Ця величина характеризує кількість незалежних точок, що можуть бути використані для перевірки вірності моделі (q точок використовуються для одержання параметрів моделі);


залишкове середнє квадратичне відхилення:
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Коефіцієнт детермінації:
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Коефіцієнт детермінації характеризує частку відхилень від середнього значення 
[image: image1222.wmf]y

, яка може бути пояснена наявністю рівняння регресії (9.15). Він змінюється від 0 до 1. Чим ближче R2 до 1, тим ближче лінія регресії до даних.


Ті ж самі характеристики можна на практиці використовувати для оцінки якості середнє квадратичної апроксимації по МНК, у випадку детермінованих задач, тобто, заміни однієї функції іншою, що є більш простою. На практиці частіше за все невідомо, за допомогою якого рівняння слід апроксимувати дані або функцію, що задано.  Тому доводиться проводити дослідження декількох варіантів рівнянь апроксимації.

Для розрахунків точкової апроксимації методом найменших квадратів можна використати стандартні пакети й програми регресійного статистичного аналізу. У середовищі ООо Calc  для цього можна використати стандартну функцію LINEST()  


Приклад 9.1


На відрізку [0;1,2] з кроком 0,1 побудувати точкову середнє квадратичну апроксимацію функції:
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Використати систему базисних функцій:

(0 = 1; (1 = х; (2 = x2, (3 = x3, (4 = x4.


Перевірити, як впливає на залишкову дисперсію і коефіцієнт детермінації. Визначити достатню кількість функцій для апроксимації, щоб забезпечити середнє квадратичне відхилення не більше 0,02


Розв’язання 


Проект OОo Calc наведено на рис. 9.2. Як випливає з графіка на рис. 9.2, залежність між у і х є суттєво нелінійною, томі для апроксимації доцільно використовувати системи функцій, починаючи з квадратичної. Система функцій буде:


1) у = a0(0(x) + a1(1(x) + a2(2(x) = a0 + a1x + a2х2;

2) у = a0(0(x) + a1(1(x) + a2(2(x) + a3(3(x) = a0 + a1x + a2х2 + a3х3;


3) у = a0(0(x) + a1(1(x) + a2(2(x) + a3(3(x) + a4(4(x)  = 

=a0 + a1x + a2х2 + a3х3+ a4х4;


У середовищі Ooo Calc:

· формуємо таблицю даних (рис. 9.2, стовпці B,C);

· формуємо стовпці значень базисних функцій (рядки D, E, F, G). 
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Рисунок 9.2 – Проект «Апроксимація» до прикладу 9.1

Формули комірок (по рядку 3): 



D3: =B3;



E3: =D3*$D3


F3: =E3*$D3



G3: =F3*$D3



H3: = C3

Формуємо масив комірок В18:С22 для розрахунків функції LINEST() і викликаємо Майстра функцій для виконання розрахунків. Функція LINEST() знаходиться серед функцій масиву. Робоче вікно цей функції наведено на рис. 9.3. Аргументи функції LINEST() наступні:

· значення Y – уводяться координати масиву вихідної змінної;

· значення Х – уводяться координати масиву вхідних змінних (у даному випадку – х і х2);
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Рисунок 9.3 – Робоче вікно функції LINEST()
· Тип лінії. Уводиться:

· 0 - якщо лінія повинна проходити через начало координат ;

· будь-яке число, що відмінне від 0  (у нашому випадку 1), якщо лінія не проходить через начало координат;

· Статистика. Уводиться:

· 0 -  якщо на екран виводяться тільки коефіцієнти, 
· будь-яке число, що відмінне від 0  (у нашому випадку 1), якщо на екран виводиться статистика коефіцієнтів (у тому числі коефіцієнт детермінації)


В результаті одержуємо таблицю вихідних значень функції LINEST() (рис. 9.2), що містить:

· у першому рядку – значення коефіцієнтів, що розташовані з права наліво за зростанням індексу;

· у другому рядку розташовані середнє квадратичні відхилення коефіцієнтів,

· у перший клітинці третього рядку міститься коефіцієнт детермінації,

· у другій клітинці четвертого рядку міститься кількість ступенів волі,

· в інших клітинках містяться сумі, що необхідні для статистичного аналізу, але не є суттєвими з точки зору апроксимації.


Далі для набору базисних функцій 1, х, х2 розраховуємо в комірках І3:І15 значення апроксимуючої функції – поліному другого порядку. Формула комірки І3: =$D$18+$C$18*D3+$B$18*E3;


В комірках J3:J15 розраховуємо (і2=(уі - уіс)2 – квадрати нев'язок між даними і моделлю. Формула комірки J3: =(H3-I3)^2


В комірці J16 розраховуємо суму квадраів відхилень, формула комірки: =SUM(J3:J15).


В комірці J17 розраховуємо залишкове середнє квадратичне відхилення. Формула комірки: =(J16/11)^0,5.


В комірці J18 розрахомуємо модуль максимального відхилення. Формула комірки: =(MAX(J3:J15)^0,5).


Аналогічні розрахунки проводимо для N=3 (апроксимація кубічним поліномом) і N = 4 (апроксимація поліномом 4-го ступеня). Формули масивів і комірок наведені у табл. 9.1 


Таблиця 9.1 Формули комірок і масивів проекту (рис. 9.2)

	Комірка (массив)
	формула
	Що розраховує

	В24:Е28
	=LINEST(H3:H15;D3:F15;1;1)


	Функцію LINEST() для N = 3

	K3:K15
	=$E$24+$D$24*D3+$C$24*E3
+$B$24*F3
(комірка К3)
	Функцію що апроксимує для N=3

	В30:F34
	=LINEST(H3:H15;D3:G15;1;1)


	Функцію LINEST() для N = 4

	L3:L15
	=$F$30+$E$30*D3+$D$30*E3+$C$30*F3+$B$30*G3

(комірка L3)
	Функцію що апроксимує для N=4



Як випливає з результатів розрахунків, заданим критеріям точності задовольняє апроксимація поліномами 3 і 4 ступеня. Різниця між останніми є невеликою. Як що розглядати закономірності зміни коефіцієнту детермінації від ступеня поліному, те можна прийти до висновку, що найбільш сильна зміна відбувається при зростанні ступені поліному від 1 до 2 (від 0,45 до 0,97). Відмітимо, що для простої лінійної залежності коефіцієнт детермінації може бути розрахований, як квадрат коефіцієнту кореляції, за допомогою функції CORREL().

Шукане рівняння апроксимації буде:

у = 1,01119 + 2,20122∙х + 3,04486∙х2 – 5,00153∙х3 + 1,17484∙х4. 
(9.32)

Як правило задача апроксимації по МНК не є однозначною: з різними системами базисних функцій можна одержати одинакові якості апроксимації за критеріями, що наведені вище.

Приклад 9.2


Одержати апроксимацію даних (приклад 9.1) за допомогою базисних функцій:

(0 = 1; (1=x;  (2 = ex; (3 = e2x

Розв’язання 


Скріншот проекту наведено на рис. 9.4. Порядок виконання розрахунків:


а) будуємо таблицю значень базисних функцій, включаючи (0 = 1;


б) будуємо таблицю результатів для функції LINEST(). Формула массиву В20:Е24: =LINEST(H3:H15;D3:G15;0;1). Відмітимо, що ми використовуємо опцію «тип лінії» 0, оскільки використовуємо постійне значення (0 = 1 за базисну функцію;


в) у масиві І3:І15 розраховуємо значення ус, що лежать на лінії апроксимуючої функції. Формула комірик І3:
=$E$20+$D$20*E3+$C$20*F3+$B$20*G3;

д) за графічний образ точності новодимо залежність між ус від у. Як випливає з рис. 9.4, усі точки доьре розташовуються вздовж приямок, з коефіцієнтом детермінації 0,996, що є дуже близьким до 1.


Виходячі з результатів розрахунків, функція, що апроксимує, має вид:

у = 1,19031+3,89112∙х +0,20237∙ех-0,42903∙е2∙х  

(9.33)


Якість апроксимації (критерій – коефіцієнт детермінації) є майже ідентичною з апроксимацією поліномом (приклад 9.1)
[image: image1226.png]=181 x|
@afin [Opaska Bua Brraska ®opwar Cepeuc [Askibie Okvo  Cnpaska x
B-BH2EHEBER v% KE0 - JID- 1@ ] dt 2 @Sl =] @4
[UR= =] [oo0cn =] (W ceprei 7] & Jueer  Z[[Ecewis 1] © & (T E - o
[ ] A Z = [-sEsovirovesscinrreenres
& 5 < B 5 5 < T [y
f
2 Ne X y 4o 41 42 LX) y Ye
= 0 1 1 0 1 1 1
4 2 0,1 1,27 1 01 1,11 1,22 1,27 1,28
S 3 02 1,55 1 02 1,22 149 1,55 1,58
6 4 03 1,82 1 03 1,35 1,82 1,82 1,85
7 5 04 2,07 1 04 149 2,23 2,07 2,09
8 6 05 2,31 1 05 1,65 2,72 2,31 23
3 7 06 25 1 06 1,82 332 25 247
10 8 07 2,62 1 07 2,01 4,06 2,62 2,58
1 8 08 2,66 1 08 2,23 4,95 2,66 2,63
12 10 09 2,59 1 09 246 6,05 2,59 2,59
13 11 1 242 1 1 2,72 7,39 242 246
14 12 1.1 2,16 1 1.1 3 9,03 2,16 2,21
15 13 1.2 1,84 1 1.2 332 11,02 1,84 1.8
1
17 Im
18 S
19 a3 a2 al a0 3
20 -0,42902) 0,20237| 3,89112] 1,19031 _
2 0,10672) 0,86204] 0,81252| 0,73901 25
2 R2 0,99642) 0,03709#H/0 in /0
z 626,88511 9,00000#H/0 in /0 2
24 3,44929 0,01238#H/0 zin /9
=
3 15
B3 1
ES
2 05
E}
2 04 ! | ! |
= 0 05 1 1,5 2
B a a
B -
IR Y = aE) 1K1l Ll_l
N/ EHeLTRIO O @ E- P-4~ @l vl
[Gasome =l EEETTE

B (> L rotsl Commander 6.5% .| €5 1. [ouffering: 0%Jnmssf.. | ) cner < _H_i_i - ic... || & MHK_2.0ds - Openff..

? BB eR#0 LW sx





Рисунок 9.4 – Проект розрахунків до прикладу 9.2


Розрахунки за методом найменших квадратів можна проводити також в середовищі Scilab за допомогою функції datafit(). Структура функції:
[c,err]=datafit(G,z,c0),


де  с- вектор коефіцієнтів, що визначаються;


err – похибка (сума квадратів відхилень);


G – цільова функція, що визнначає нев’язки,


z – сполучений масив вхідних і віхідної змінної

с0 – початкове наближення вектору коефіцієнтів, що визначаються. 


Перед використанням цей функції необхідно:

· визначити сполучений масив змінних,

· визначити підпрограму-функцію G.


У сполученому масиві відгук у рекомендується організувати, як останній за номером вектор-рядок.


Підпрограма-функція G розраховує нев’язки, що виражені через сполучені змінні z і вектори коефіцієнтів с.


Приклад 9.3


Розв’язати приклад 9.2 в середовищі Scilab

Розв’язання 


У лістингу 9.3 наведено текст скрипту для розв’язання задачі.


Лістинг 9.3 

//Функція, що розраховує різниці між заданими

//та апроксимованими значеннями у

//Перед використанням необхідно визничати 

//z=[x;y] - матрицю вхідних даних і

//с - вектор початкових значень коефіцієнтів,

//його розмірність повинна збігатися з

//кількістю шуканих коефіцієнтів

function [zr]=G(c,z)

zr=z(2)-c(1)-c(2)*z(1)-c(3)*exp(z(1))-c(4)*exp(2*z(1))

endfunction

//Исходные данные

x=[0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2];

y=[1,1.27,1.55,1.82,2.07,2.31,2.5,2.62,...

2.66,2.59,2.42,2.16,1.84];

//Формування матриці вхідних даних

z=[x;y];

//Вектор початкових наближень
C0=[0;0;0;0];
//Решение задачи

[c,err]=datafit(G,z,c0)

for i=1:13// Друк вихідних результатів

yc(i)=c(1)+c(2)*x(i)+c(3)*exp(x(i))+c(4)*exp(2*x(i));

end

[x;y;yc']'

Результати роботи програми наведені у протоколі 9.3


Протокол 9.3

err  =

    0.0122163

 c  =

    1.1746699

    3.8781517

    0.2213860

  - 0.4321777

 ans  =

    0.     1.      0.9638781

    0.1    1.27    1.2792913

    0.2    1.55    1.5759682

    0.3    1.82    1.849476

    0.4    2.07    2.0943704

    0.5    2.31    2.3039686

    0.6    2.5     2.4700718

    0.7    2.62    2.5826255

    0.8    2.66    2.6293044

    0.9    2.59    2.5950051

    1.     2.42    2.4612255

    1.1    2.16    2.2053071

    1.2    1.84    1.7995078


Порівнюючи з результатами у прикладі 9.2, можна переконатися, що вони збыгаються з результатами прикладу 9.3.


Для розвязання задач апроксимації МНК в середовищі Scilab також можна користуватися функцією optim(), що описана у розділі 5.10.
9.3 Кусково-поліноміальна апроксимація 


Проблема інтерполяції на великому масиві: при великій кількості точок  n виникає осциляція многочлена Рn{х) між вузлами, оскільки він має точки максимуму й мінімуму в речовинних нулях похідної. 


Можливий шлях усунення - зменшення ступеня полінома за рахунок використання при інтерполяції тільки частини точок (кускова апроксимація). Тоді для всієї множини точок виходить складова крива, що є неперервною на всьому інтервалі, але у вузлах "склейки" окремих кривих її похідні будуть розривними. 


Недоліки:


а) погрішність такого наближення може виявитися значною; 


б) воно неприйнятно в тих практично важливих задачах, коли гладкість апроксимуючої функції є суттєвою.

Побудова полінома невисокого ступеня для великої кількості точок методом найменших квадратів часто не забезпечує задовільної відповідності кривої заданим точкам, а підвищення ступеня полінома приводить до істотного ускладнення обчислень.

Приклад.9.4


Побудувати інтерполяційний поліном і кусково-поліноміальну апроксимацію поліномами 3-й ступеня для функції, заданої таблицею (у припущенні її максимальної гладкості). Значення аргументу й функції задані в таблиці 9.2

Таблиця 9.2 - Значення х и в для прикладу 9. 4

	х
	у
	х
	у
	х
	у

	0
	0,6
	4
	0,55
	8
	0,78

	1
	0,55
	5
	0,67
	9
	0,72

	2
	0,35
	6
	0,75
	10
	0,6

	3
	0,13
	7
	0,8
	
	


· за допомогою ООо Calc методами, описаними в розділі 6.5, будуємо інтерполяційний поліном Лагранжа 10-й ступеня. Його рівняння:
	y = 0,6 - 10,2226x + 26,85239x2 -27,84688x3+15,23x4-4,946x5+1,006x6-0,13x7+0,01x8+9(10-6x10;
	(9.34)


· Графіки шуканої функції й полінома Лагранжа наведені на рис. 9.5. Як виходить з рис. 9.5, інтерполяція поліномом Лагранжа слід визнати незадовільною: хоча є збіг значень функції й полінома у вузлових точках, між ними поліном незадовільно передає характер зміни функції;  

· кусково-поліноміальна інтерполяція:

· Розділимо область зміни на наступні інтервали, що наведені в таблиці 9.2 . Відзначимо, що кінці 1 і 2 інтервалів одночасно є, початком відповідно 2 і 3 інтервалів. Це приводить до того, що значення функції на границях інтервалів однакові;
· усередині кожного інтервалу будуємо інтерполяційний поліном. Для першого й другого інтервалу порядок інтерполяційного полінома дорівнює 3, для 3-го - чотирьом. Рівняння таких локальних поліномів наведені в таблиці 9.4.

На рис. 9.6 наведені графіки функції й кусково-поліноміальної інтерполяції
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Рисунок 9.5 - Графіки заданої функції (1) і полінома Лагранжа (2)

Таблиця 9.3  - Поділ даних табл. 9.1  на 3 інтервали

	1-й інтервал
	2-й інтервал
	3-й інтервал

	x
	y
	x
	y
	x
	y

	0
	0,6
	3
	0,13
	6
	0,75

	1
	0,55
	4
	0,55
	7
	0,8

	2
	0,35
	5
	0,67
	8
	0,78

	3
	0,13
	6
	0,75
	9
	0,72

	
	
	
	
	10
	0,6



Таблиця 9.4 - Інтерполяційні поліноми на ділянках 1-3

	Номер 
	Границі
	Рівняння полінома

	1
	[0;3]
	y = 0,6+0,068333x-0,14x2 + 0,021667x3

	2
	[3;6]
	y = -5,53 + 3,506667x - 0,67x2 + 0,043333x3

	3
	[6;10]
	y = -9 + 4,6725x -0,83792x2 + 0,0675x 3 - 0,00208x4
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Рисунок 9.6 - Графік заданої функції (1) і кусково-поліноміальної інтерполяції (2)

Інтерпретація. Поліном на рис. 9.6  значно краще, ніж інтерполяційний поліном Лагранжа. Разом з тим, якщо розрахувати  похідні в граничних точках, то вони виявляються різними,  тобто , похідна в граничних крапках перетерплює розрив. Для розглянутого приклада в точці х=3 похідна з боку 1-го інтервалу дорівнює -0,77167, а з боку 2-го інтервалу: -0,51333. Для багатьох практичних задач потрібно, щоб похідні у всіх точках не перетерплювали розриву. 
9.4 Поняття сплайну


Подальший розвиток кускової інтерполяції - апроксимація сплайнами (сплайн-функциями), яка була  розроблена в 70-х роках 20 століття. 


У загальному випадку сплайн являє собою функцію, яку "склеєно" з узагальнених поліномів таким чином, що в точках "склейки" їхні значення й значення похідних до деякого порядку збігаються. Найбільш простими є кусочно-поліноміальні сплайни, для яких за  базисні функції беруться алгебраїчні поліноми.


Сплайни в цей час широко застосовуються в різних комп'ютерних технологіях: в автоматизації проектування на ЕОМ, у конструюванні кривих і поверхонь, в обробці й поданні геометричної інформації, а також у прикладній  математиці - у теорії апроксимації, при чисельному інтегруванні й диференціюванні, чисельному рішенні диференціальних і інтегральних рівнянь.


Апарат сплайнов володіє рядом переваг у порівнянні із класичною інтерполяцією:

· простота  реалізацією на ЕОМ. При обчисленні параметрів інтерполяційного сплайна, на відміну від інтерполяційних поліномів, потрібне рішення системи алгебраїчних рівнянь із трьохдіагональною матрицею; 

· забезпечення високої точності апроксимації одночасно функції та її 1 і 2-й похідних;

· у  ряді важливих випадків сплайни дозволяють одержати наближення з мінімально можливою погрішністю на даному класі функцій у порівнянні з іншими методами;

· сплайни мають стійкість щодо локальних збурювань: незначна зміна значень функції в одному або  декількох вузлах інтерполяції мало позначається на його значеннях на деякім видаленні від цих точок;

· сплайни можна застосовувати для наближення функцій, у яких ступінь гладкості неоднакова на різних ділянках відрізка апроксимації. 

· сплайни порівняно просто узагальнюються на багатовимірні задачі.


Назва сплайн (англ. Splіne - гнучка креслярська лінійка) походить із технічного креслення. Для проведення гладких кривих через систему точок у креслярській практиці використають гнучкі лінійки. Їх згинають так, щоб вони стосувалися крапок і після цього проводять лінію. 


Нехай на відрізку [а;b] задана сітка вузлів (:

a = x0 < x1 < x2 < … < xn = b. 


(9.35)


Позначимо:


- через Сk[a; b] – множину функцій, що неперервні на [а;b] і  мають неперервні похідні до k-ro порядку:


- через Рn – множину многочленів ступеня не вище n.


Визначення. Функція   називається поліноміальним сплайном ступеня n дефекту k (1 < k < n) з вузлами на сітці  (, якщо:

· 
[image: image1229.wmf])
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· 
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Дефект k визначає ступінь гладкості сплайну у вузлах і означає, що:

· функція 
[image: image1231.wmf])
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 та її похідні до (n — k)-гo порядку  є неперервними на [a; b]; 

· похідна порядку (n - k + 1) може бути розривною в точках xі (і = 1, 2,..., n - 1). 


Якщо k = 1, то для сплайнів дефекту 1 вживають позначення Sn(x).


Будемо розглядати сплайни як апарат наближення функції f(x), що задана своїми значеннями на дискретній множині точок. Для сплайнів непарного ступеня вузли інтерполяції вибирають, як правило, у вузлах сплайна.


Нехай на відрізку [a; b] у вузлах сітки ( задані значення функції f(xі)=yі (і = 0, 1, .., n).


Сплайн 
[image: image1232.wmf])
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 називається інтерполяційним, якщо він задовольняє умовам інтерполяції:
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(9.36)


Для однозначного визначення параметрів сплайна необхідно задавати :


а) умови інтерполяції (9.36);


б) додаткові крайові умови (див. 9.6)

Для сплайнів парного ступеня вузли інтерполяції вибирають відмінними від вузлів сплайну, тому що інакше може виявитися, що при деяких умовах сплайн не існує або ж процес обчислення параметрів сплайну буде нестійким.
9.5 Способи аналітичного зображення сплайнів


У цьому розділі будуть розглянуті різні способи аналітичного зображення сплайнів залежно від  вибору базисних функцій.


Кусково-поліноміальне зображення. Сплайн на кожному відрізку [xі;xі+1] (і = 0,1,...,n-1) можна представити у вигляді:


а) полінома відносно початкової точки відрізка:
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(9.37)


б) полінома відносно кінцевої  точки відрізка:
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(9.38)


Зображення сплайну через усічену ступеневу функцію:


усічена ступенева функція для змінної х і N(n визначається як:
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(9.39)


Вона є сплайном ступеня n дефекту 1 с вузлом в точці х=0;

Аналогічно усічена ступенева функція 
[image: image1237.wmf]N
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, що зв’язана з вузлами сітки ( (рис. 9.7), є неперервною в точці х=хi разом із своїми похідними порядку до  N-1. Отже вона є сплайном ступеня n дефекту 1 з єдиним вузлом хі;


Функції xj при j = 0,1,..,n  і 
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 при m = N – k +1,…,N; i = 1,2,…,n-1 є лінійно незалежними на відрізку [a;b], тому їх можна прийняти за базис. Звідси одержуємо зображення сплайна на відрізку [a;b] у вигляді усічених ступеневих функцій.
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Рисунок 9.7  – Усічена ступенева функція   
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де 
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 - величини стрибків похідних, розривних у вузлах;


r = 0,1,2,…,N; i = 1,2,…,n-1; j = N-k+1,…,N


Доведено, що таке  зображення сплайну є єдиним.


Крім розглянутих подань, існують інші зображення сплайнів (через так звані В-сплайни, фундаментальні сплайни).

9.6 Інтерполяція кубічними сплайнами


На практиці найбільш широке застосування одержали інтерполяційні кубічні сплайни. Це обумовлено тим, що:

· поліном третього ступеня - це найпростіша крива, що має точку перегину, яка забезпечує його гарні інтерполяційні можливості;

· кубічні сплайни мають на всьому відрізку апроксимації неперервні похідні до другого порядку. Така гладкість звичайно виявляється достатньої для більшості завдань;

· невисокий ступінь полінома в кубічному сплайне  спрощує обчислення й зменшує обчислювальну погрішність.


Нехай функція f(x) задана на відрізку [а;b] у вузлах сітки (: а = х0 < х1 < х2 < ... < xn= b значеннями f(хi) = yi (i ==0, 1, ..., n). Будемо розглядати сплайни третього ступеня дефекту 1.


Функція S3(x) називається кубічним сплайном, що інтерполює функцію f(x) у вузлах сітки (, якщо:

· на кожному з відрізків  [хі; xі+1] (і = 0, 1, ...,n-1) вона є  многочленом не вище третього ступеня: 

S3(x) ( P3; 




(9.41)

· S(х)  є неперервною на [а;b] разом зі своїми похідними до другого порядку включно, тобто:
S3(x) (C2[a,b]; 



(9.42)

· у вузлах сітки функція  S3(x) задовольняє умовам інтерполяції:

S3(xi) = f(xi) (i = 0,1,2,…,n). 


(9.43)


Скористаємося кусочно-поліноміальним зображенням (9.40) кубічного сплайна на відрізку (xі; xі+1]:

S3(x) = ai0 + ai1(x-xi) + ai2(x-xi)2 + ai3(x-xi)3, x ( [xi;xi+1]. 

(9.44)


Завдання побудови сплайна полягають у знаходженні всіх коефіцієнтів (параметрів) aі0,aі1,aі2,aі3. При цьому:

· на кожному частковому відрізку [хі; хі+1] кубічний сплайн визначається чотирма параметрами (aі0,aі1,aі2,aі3);

· на всьому відрізку [а;b] число параметрів дорівнює 4(n. 


Для визначення параметрів сплайна потрібно скористатися:

· (n+1)-м умовою інтерполяції (9.44), 

· умовами безперервності сплайна у внутрішніх вузлах:

S3(xi-0) = S3(xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.45)
· умовами неперервності першої й другої похідних сплайна у внутрішніх вузлах:
S3((xi-0) = S3((xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.46)

S3((xi-0) = S3((xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.47)


Загальна кількість зв'язків (умов): 
(n+1) + 3(n-1) = 4n-2.
Для замкненості задачі бракує двох рівнянь зв'язку.


Відсутні для однозначного визначення сплайна дві умови задаються додатково у вигляді обмеження на значення сплайна або його похідних на кінцях відрізка [a,b], залежно від  фізичного змісту конкретного завдання.


Найбільше часто застосовують наступні крайові умови:


а) S3((a) = f((a), S3((b) = f((b);


б) S3(((a) = f(((a), S3(((b) = f(((b);


в) S3(r) (a)= S3(r) (b), r = 1,2 (умова періодичності);


г) S3(((xi-0) = S3(((xi+0) (i = 1,2,…,n-1) – додаткові умови неперервності, де S3(((xi-0) і S3(((xi+0) - відповідно, праві й ліва однобічні похідні третього порядку в точці хі.


Крайові умови (в) застосовують для інтерполяції періодичних функцій періоду Т = b-a, у тому числі - замкнутих кривих. 


Кубічний сплайн, що задовольняє крайовим умовам б), причому f(((a) = f(((a) = 0 (умова нульової кривизни), називається природним.

9.7 Обчислення параметрів кубічного сплайну


Уведемо наступні позначення:

hi = xi+1 – xi (i = 0,1,…,n-1); 


(9.48)

Mi = S3(((xi),




 (9.49)

mi = S3((xi) (і = 0,1,2,…,n).


 (9.50)


Величина Mі називається моментом сплайна в точці xі.

Величина mі називається нахилом сплайна в точці xі

Оскільки S3(x)  - кубічна функція, то на кожному частковому відрізку друга похідна S3(((х) буде лінійною функцією від х. Тому для x([xi,xi+1] по формулі лінійної інтерполяції (6.66) запишемо:
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(9.51)


Проінтегруємо двічі (9.51):
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(9.52)
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Підставимо у (9.53) х = хi+1:
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звідси:
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(9.55)


Підставим вираз (9.55) у формули (9.52), (9.53):
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(9.57)

x([xi;xi+1] (i=0,1,2,…,n-1)






Формули (9.56)  і (9.57) виражають кубічний сплайн і його першу похідну на відрізку [xі;xі+1] через значення функції й моменти у вузлових точках. 


З (9.56), (9.57) можна виразити параметри сплайна на кожному інтервалі в кусочно-поліноміальному поданні:
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(9.58)


Для визначення моментів Mі, Mі+1 використаємо властивість неперервності першій похідній. Для цього дорівняємо вираження для першій похідній праворуч і ліворуч від кожної граничної крапки. Після перетворень одержимо n-1 рівняння виду:

(iMi-1 + 2Mi + (Mi+1 = di, 


(9.59)


де:
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(i=1,2,…,n-1).







Для визначення моментів Мі у всіх вузлах необхідно до системи (9.59) додати ще два рівняння, що випливають із крайових умов. Можуть бути задані наступні крайові умови:


а) У крайових точках збігаються перші похідні сплайна й функції:
S3((a) = f((a), S3((b) = f((b) 


(9.63)


Додаткові рівняння мають вигляд:

2M0 +M1 = d0, 




(9.64)

Mn-1 + 2Mn = dn, 




(9.65)


де:
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(9.67)


Ці крайові умови можна використати, коли відбувається сплайн-апроксимація заданої аналітичної функції. Спосіб непридатний для апроксимації функцій, що задані таблицями значень.


б) У крайніх точках  збігаються другі похідні функції й сплайна:

S3(((a) = f(((a), S3(((b) = f(((b). 


(9.68)


Оскільки друга похідна – це шуканий момент, це означає, що: 

M0 = f(((a), Mn = f(((b). 



(9.69)


Особливості:

· умова також використається для апроксимації функцій, заданих аналітично;

· якщо є підстави вважати, що f(((a), = f(((b) = 0 (тобто , що по краях є точка перегину), те цей спосіб можна використати для апроксимації табличних функцій;

· у цьому способі для знаходження моментів досить розв’язати n-2 рівняння (9.59).


г)  Сплайн - періодичний з періодом (b-a). Значення сплайна і його першої й другої похідних у крайових точках попарно збігаюся:
в) S3(r) (a)= S3(r) (b), r = 1,2. 


(9.70)


Крайові умови:

2M1 + (1M2  + (1Mn = d1; 


(9.71)

(nM1 + (nMn-1+2Mn = dn;



(9.72)

M0 = Mn. 





(9.73)


Цей спосіб використається:


-  для апроксимації періодичних функцій 


- для апроксимації  функцій, що утворюють замкнені криві.


д) Уводяться додаткові умови неперервності - рівність похідних 3-го порядку праворуч і ліворуч від всіх внутрішніх точок:

S3(((xi-0) = S3(((xi+0) (i = 1,2,…,n-1). 

(9.74)


Крайові умови::

(1 + (1)(M1 + ((1 - (1)(M2 = (1((1; 


(9.75)

((n-1-(n-1)Mn-2 + (1+(n-1)Mn-1 = (n-1dn-1; 

(9.76)
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(9.77)
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(9.78)


У результаті виходить система з (n-1) лінійних алгебраїчних рівнянь із трьохдіагональною матрицею, з перевагою головної діагоналі. Внаслідок цього матриця системи буде невиродженою, що свідчить про єдине рішення системи.  Два моменти, що залишилися розраховують по рівняннях (9.77) і (9.78).


Цей метод може бути використаний для побудови сплайн-апроксимації табличних функцій.


Для розв’язання системи (9.59), (9.75), (9.76)  використають метод прогону, який у цьому випадку є особливо ефективним. Оскільки в матриці коефіцієнтів є діагональна перевага, процес прогону є стійким щодо помилок округлення.


При кусочно-поліноміальному зображенні сплайна потрібно містити у памяті комп’ютеру:
· вузли сітки xі;

· значення функції yі;

· моменти Мі (і = 0,1,...,n).


Достоїнства сплайнов:

· інтерполяційні сплайни в ряді завдань забезпечують мінімально можливу погрішність наближення на даному класі функцій серед всіх многочленів фіксованого ступеня;

· серед всіх функцій:

· що інтерполюють f(x) у заданих точках і
· що мають інтегрувальну із квадратом другу похідну на [a,b],

кубічний сплайн є єдиною функцією, що володіє властивістю
мінімальної кривизни, тобто , є самою гладкою з функцій, що
 інтерполюють f(x);


в) властивість локальності: зміна значення функції у вузлі xі мало впливає на значення сплайна і його похідних у точках, досить видалених від цього вузла.

Приклад 9.5


Побудувати сплайн  і графік сплайн-апроксимації для табличної функції:

	xi
	0
	1
	3
	3,5
	5
	6

	yi
	1
	2
	6
	6,5
	6
	3,5



Розв’язання 


а) розраховуємо  моменти сплайна. За крайові використаємо умови (9.77). Робочий аркуш проекту представлений на скріншоті (рис. 9.8);
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Рисунок 9.8 – Сплайн-апроксимація


б) уводимо вихідні дані - значення хі, yі;


в) у комірках D3-D7 розраховуємо значення hі; формула комірки D3: =B4-B3. Далі - копіювання на весь діапазон;


г) в комірках Е4 - E7 розраховуємо значення параметрів α  по формулі (9.60). Формула комірки Е4: =D3/(D3+D4). Далі - копіювання на весь діапазон;


д) в комірках F4 - F7 розраховуємо значення параметрів  β по формулі (9.61). Формула комірки F4: =1-E4. Далі - копіювання на весь діапазон;


е) в комірках G4:G7 розраховуємо значення параметрів d по формулі (9.62) Формула комірки G4: =6/(D4+D3)*((C5-C4)/D4-(C4-C3)/D3). Далі - копіювання на весь діапазон;

ж) в комірках А11:D14 створюємо систему рівнянь для розрахунку моментів М1 - М4 по формулах (9.59), (9.75), (9.76). Формули ненульових комірок наведені в табл. 9.5


з) у масиві комірокН4:Н7 будуємо розв’язок системи рівнянь для М1 - М4. Формула масиву: =МУМНОЖ(МОБР(A11:D14);E11:E14);

Таблиця 9.5 – Формули ненульових комірок для системи рівнянь сплайну (рис. 9.8)

	Комірка
	Рівняння ненульового елементу
	Формула комірки

	А11
	а11 = 1 + (1(
	=1+F4

	В11
	а12 = (1 - (1
	=F4-E4

	Е11
	b1=(1((1
	=E4*F4

	А12
	а21 = (2
	=E5

	В12
	а22=2
	=2

	С12
	а23 = (2
	=F5

	E12
	b2 = d2
	=G5

	B13
	a32 = (3
	=E6

	C13
	a33 = 2
	=2

	D13
	a34 = (3
	=F6

	E13
	b3=d3
	=G6

	C14
	a43 = (4-(4
	=E7-F7

	D14
	a44 = 1+(4
	=1+E7

	E14
	b4 = (4(d4
	=E7*G7



і) в комірці Н3 розраховуємо значення моменту М0 по формулі (9.66). Формула комірки: =(H4-E4*H5)/F4;

к) в комірці Н8 розраховуємо момент М5 по формулі (9.67). Формула комірки: =(H7-F7*H6)/E7;

л) в комірці І3:І7 розраховуємо коефіцієнти а0  для кожного з діапазонів. Розрахунок виробляється  по формулі (9.58). Формула комірки І3: = С3. Далі копіюємо на весь діапазон;

м) в комірках J3:J7 розраховуємо коефіцієнти а1  для кожного з діапазонів. Розрахунок виробляється  по формулі (9.58). Формула комірки J3: 

 =(C4-C3)/D3-D3/6*(2*H3+H4). Далі копіюємо на весь діапазон;

н) в комірках К3:К7 розраховуємо коефіцієнти а2  для кожного з діапазонів. Розрахунок виробляється  по формулі (9.48). Формула комірки К3:  =H3/2. Далі коміюємо на весь діапазон;

о) в комірках L3:L7 розраховуємо коефіцієнти а3  для кожного з діапазонів. Розрахунок виробляється  по формулі (9.48). Формула комірки  L3:  =(H4-H3)/6/D3. Далі копіюємо на весь діапазон;

п) далі розраховуємо значення сплайна в кожному з діапазонів. У діапазоні значень х від 0 до 1 розрахунок- по формулі комірки В17 :

=$І$3+$J$3*(A17-$A$17)+$K$3*(A17-$A$17)^2+$L$3*(A17-$A$17)^3


Далі копіюємо на діапазон до В22. Аналогічно робимо розрахунок для інших діапазонів;

р) по отриманій таблиці будуємо графік сплайна (рис. 9.9).
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Рисунок 9.0– Графік сплайн-апроксимаціі 

Метод сплайнов має значне число модифікацій, у тому числі - метод згладжених сплайнів, симбіоз методу сплайнів і найменших квадратів, що дозволяє будувати гладкі апроксимації складних функцій за даними з погрішностями.

Значно зручнише  будувати сплайни у системі Scilab, де наявні спеціалізовані функції:

В Scilab наявні можливості:

· інтерполяції лінійним сплайном (кусково-лінійна апроксимація, див. 9.3) 

· інтерполяціі кубічними сплайнами


В Scilab для побудови кусково-лінійної інтерполяції (лінійного сплайну) використовується функція: 

u=interpln(z,x);


де z – матриця вхідгнних даних, що одержується сполученням векторів х і y,


х – вектор абсцис,


н – вектор ординат (значень функції і лінійного сплайну у точках х)


Для побудови кубічного сплайну використовують двоетапну процедуру:

· на першому кроці розраховуються моменти сплайну за допомогою функції:

d=splin(x,y),


де х – строго зростаючий вектор, що містить, як мінімум, дві компоненти,


    
у – вектор того ж формату, що й х
· на другому кроці розраховують значення інтерполяційного сплайну у точці:

u = interp(t,x,y,d),



де t - вектор абсцис, що задається,



x,y – координати точок сплайну.

Приклад 9.6


За даними, що наведені нижче, побудувати лінійний і кубічний сплайни та їх графіки. 

	х
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10

	у
	1
	1,5
	2,7
	4,5
	5,9
	6
	5
	5,3
	4
	2
	1,1



обудувати таблицю значень обох споайнів в діапазоні від 4 до 6 з кроком 0.2.


Розв’язання

Скрипт для проведення розрахунків наведено у лістинг 9.6


Лістинг 9.6 

x=[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10];

y=[1,1.5,2.7,4.5,5.9,6,5,5.3,4,2,1.1];

z=[x;y];

g=interpln(z,x);

plot(x,g,'ks-')

coef=splin(x,y);

t=0:0.1:10;

u1=interp(t,x,y,coef);

plot(t,u1,'b')

h=0.2;

for i=1:11

  tt(i)=4+(i-1)*h;

  z1(i)=interpln(z,tt(i));

  z2(i)=interp(tt(i),x,y,coef);

end

disp('Значення сплайну')

disp('x         лін        куб')

[tt,z1,z2]

Результати роботи програми наведені у протоколі 9.6 і на графіку (рис. 9.10).


Протокол 9.6 

Значення сплайну

 x         лін      куб

 ans  =

    4.     5.9     5.9

    4.2    5.92    6.0505411

    4.4    5.94    6.1425909

    4.6    5.96    6.1693701

    4.8    5.98    6.1240996

    5.     6.      6.

    5.2    5.8     5.7986138

    5.4    5.6     5.5547701

    5.6    5.4     5.3116194

    5.8    5.2     5.1123125

    6.     5.      5.   
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Рисунок 9.10 – Графіки лінійного і кубічного сплайнів (до прикладу 9.6)
Контрольні питання


1 У чому полягають позитивні риси апроксимації результатів експериментів або спостережень методом найменших квадратів?


2 Як графічно розрізняються характер функцій, що апроксимують, для поліноміальної інтерполяції і МНК?


3 Алгоритм побудови найкращого середнє квадратичного наближення.


4 Зміст поняття «нормальна система» для апроксимації МНК за допомогою узагальнених поліномів


5 У якому випадку параметри апроксимації МНК визначаюится найбільш просто?


6 Зміст поняття «узагальнені коефіцієнти Фур’є»


7 У чому є переваги ортогонального базік для розв’язання задач МНК?


8 Які властивості має ортогональний базис МНК


9 Як пов’язані між собою збіжність в середньому  і повнота системи базисних функцій для задач МНК?


10 Які допущення використовуються при точкової апроксимації методом найменших квадратів?


11 У чому полягає принцип найменших квадратів?


12 Як співвідносяться між собою вимірність задачі МНК і кількість точок для апроксимації?


13 Які дані називаються рівноточними?


14 Яку вагу використовують для системи рівнотовних спостережень?


15 Як можна розрахувати вагу для нерівноточних спостережень?


16 Як можна оцінити якість апроксимації МНК?


17 Які проблеми виникають при апроксимації поліномами високого ступеня на великому масиві даних?


18 Який є можливий шлях усунення використання поліномів високого ступеня?


19 Принципи побудови кусково-поліномівльної апроксимації МНК.


20 Що являє собою сплайн?


21 Переваги апарату сплайнів у порівнянні з інтерполяцією по Лагранжу


22 Математичне визначення поняття сплайна


23 Що визначає дефект сплайна?


24 Для сплайнів якого ступеня вузли інтерполяції і вузли сплайна збігаються?


25 Записати умовм інтерполяції для сплайну.


26 Сутність кусково-поліноміального зображення сплайна


27 Сутність зображення сплайну через усічену ступеневу функцію.


28 Чим обумовлено популярність використання на практиці кубічних сплайнів?


29 Яка функція називається кубічним сплайном?


30 Скільки параметрів треба задати для визначення сплайна з 5 вузлами?


31 Які умови використовуються  для визначення параметрів сплайна?


32 Яким чином забезпечується замкненість задачі сплайн-апроксимації? 


33 Які  види крайових умов використовуються для визначення сплайнів? 


34 Які крайові умови використовують для сплайн апроксимації функцій, що задані таблицею?


35 Які величини називаються моментом і нахилом сплайну?


36 У чому полягає суть визначення параметрів сплайну на практиці?


37 Якого виду системи рівнянь одержують для визначення параметрів сплайну?  У чому їх позитивні риси?


38 Яку інформацію треба зберігати у пам’яті комп’ютера для кусково-поліноміального зображення сплайна і розрахунків його значень?


39 У чому зміст властивості локальності сплайну?


40 Як розрахувати сплайн  в середовищі Scilab?
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Вихідна симплексна таблиця.
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1) Нагадаємо, що функція u(x) називається мажоруючою по відношення до функції y(x) при х(D, якщо для будь-якого  х(D завжди u(x) ≥ y(x)


         1) Вагову функцію доцільно вводити в тих випадках, коли f(x) апроксимується в різних точках з різним ступенем точності. Якщо р(х) = 1 для всіх х([а;b], то використають позначення L2[a;b].


1) Вандермонд Олександр Теофіль (1735-1796) – французький математик, член-кореспондент Паризької Академіх наук. Основні роботи з алгебри, зокрема з теорії симетричних функцій і визначників


	1) Річардсон Л’юіс Фрай (1861-1953) – англійський геофізик. В сатематиці основні праці – в галузі математичної фізики. Формула екстраполяції була запропонована їм у 1910 р. 


1) Відмітимо, що системи виду (5.7) є характерними для описання швидкості послідовних реакцій в хімічної кінетиці та біохімії,  що лежать у основі життєдіяльності живих організмів. 
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Рис. 13.1. Геометрична інтерпритація методу найскорішого градієнтного спуску.
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Рис. 13.3. Геометрична інтерпритація методу градієнтного спуску з постійним шагом.
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Рис. 13.2. Геометрична інтерпритація методу градієнтного спуску з подрібленням шагу.
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Рис. 12.1. Виділення відрізків унімодальності
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